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Aufgabe 17: Unendlich hoher Potentialtopf (Erginzungen)

Es sei ein unendlich hoher Potentialtopf

—a<ax<
V(:c):{o’ a<zr<a

oo , sonst

der Breite 2a gegeben. Die Energie-Eigenfunktionen sind dann in Ortsdarstellung gegeben durch

L COS(—( l)x) n=024,...
a 2a ’ [
(an(l‘) = va

Losin (U502 =135,

mit den Energie-Eigenwerten E,, = % (%)2 (n+1)2.

a) Bestimmen Sie die Eigenfunktionen ¢, (p) in Impulsdarstellung und berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeitsdichte p,(p), dass im Zustand |¢,,) der Impuls p gemessen wird. Plotten
Sie p,(p) fiir die ersten drei Eigenfunktionen |¢,) ,(n =0,1,2) mit a/Ah=1. (2 Punkte)

b) Das Teilchen befinde sich nun zunéchst im Grundzustand eines Potentialtopfes der Breite
a mit

{0, —a<z<0

o0 , sonst
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird die rechte Begrenzung instantan nach x = a verschoben

0, —a<z<a
o0 , sonst

V(z,t > 0) —{

Berechnen Sie den Erwartungswert (E) (t) der Energie nach der Verschiebung.

Hinweis: >, % = 7{—2 : (2 Punkte)

c) Berechnen Sie fiir die Situation aus b) die Wahrscheinlichkeit p™(¢), dass sich das Teilchen
bei einer Messung zum Zeitpunkt ¢ in der rechten Hilfte 0 < x < a befindet. Plotten Sie
D ()furEhO:27n(2a) =1
Hinweis: >°°°  —L = @ . Es konnen nicht exakt auswertbare, unendliche Summen

n=0 [(2n+1)2—4]*
stehenbleiben. Zum Plotten sollen diese fiir endliche n abgebrochen werden.

(2 Punkte)



Aufgabe 18: Tunneleffekt

Es sei eine Potentialbarriere

Vo ,0<z<a
Viz)= T T
(z) {0,sonst

der Hohe V; > 0 und Breite a gegeben. Teilchen mit Energie ' < Vy konnen klassisch die
Barriere nicht {iberwinden. Fiir ein quantenmechanisches Teilchen gibt es jedoch eine “Tunnel-
wahrscheinlichkeit”, mit der die Barriere iiberwunden wird.

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung in den drei Bereichen mit
jeweils konstantem Potential fiir ein Teilchen der Energie 0 < E < V4. (1 Punkt)

b) Es soll nun die Streuung einer einlaufenden Welle der Energie E < V an der Potential-
barierre betrachtet werden. Wir nehmen an, dass die einlaufende Welle mit Amplitude A
von links auf die Barriere trifft. Auf der rechten Seite der Barriere soll die Wellenfunktion
daher keinen Anteil einer (nach links) einlaufenden Welle enthalten. Bestimmen Sie unter
diesen Randbedingungen und mit Hilfe der Anschlussbedingungen an den Potentialstufen
die Amplituden der reflektierten Welle B und der transmittierten Welle C. (2 Punkte)

c) Bestimmen Sie daraus die Wahrscheinlichkeiten R und 7', dass ein (von links) einlaufendes
Teilchen reflektiert /transmittiert wird. Die Tunnelwahrscheinlichkeit 7" beschreibt dabei
die Wahrscheinlichkeit fiir das (klassisch verbotene) “Durchtunneln” der Potentialbarriere.

(1 Punkt)

Aufgabe 19: Doppeltes §-Potential
Als einfaches Modell fiir ein Molekiil sei das Potential

V(z) = —% (0(z — a) + 0(x + a))

mit kg > 0 gegeben. Dies beschreibt ein Elektron mit attraktiver Wechselwirkung zu zwei
Atomkernen (den 0-Potentialen) .

a) Priifen Sie, ob und wie viele gebundene Zusténde es gibt (abhingig von k¢ und a), und
bestimmen Sie gegebenenfalls die Wellenfunktion in Ortsdarstellung und den Energie-Ei-
genwert (Hinweis: graphische Losung der Eigenwertgleichung). Berechnen Sie den (die)
Energie-Eigenwert(e) fiir a = 1, kg = 1 numerisch (z. B. mit Mathematica). (2 Punkte)

b) Berechnen Sie ndherungsweise fiir akg > 1 jeweils den Energie-Eigenwert fiir die gebunde-
nen Zustédnde. Interpretieren Sie das Ergebnis, indem Sie es mit einem einzelnen J-Potential
(wie in der Vorlesung behandelt) vergleichen. (1 Punkt)

c) Zeigen Sie, dass Wellenfunktion und Energie-Eigenwert im Grenzfall a — 0 das aus der
Vorlesung bekannte Ergebnis fiir ein einzelnes anziehendes d-Potential liefern. (1 Punkt)



