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| Unknown

1 Unknown

2 Gruppenkonstruktionen und Automorphismen

Definition: Sei X eine Menge. Die Freie Gruppe FX {iber X wird wie folgt konstruiert:
Ein Wort in FX besteht aus einer endlichen Folge

rite?.oxh k< 0,6, € {—-1,1},2, € X

Das leere Wort (k = 0) wird als 1 notiert.

Ist fiir ein 1 < ¢ < k in einem Wort x; = x;41 und ¢; = —¢;11, so konnen wir dieses Wort
verkiirzen, in dem wir z$’z;}" entfernen.

Worter, die nicht mehr verkiirzt werden konnen, heiflen unverkiirzbar.

Der transitive, symmetrische und reflexive Abschluss des , Kiirzens definiert eine Aquiva-
lenzrelation; FX ist als die Gruppe mit der Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation
definiert, wobei die Multiplikation durch Konkatenation der Vertreter definiert wird.

Zwei Worter sind also dquivalent, wenn man durch Kiirzen und Erweitern des einen Wortes
das andere erhélt.

FX ist Gruppe mit folgender universeller Eigenschaft:

\ :EI' f , S0 dass f ot = f und f Gruppenhomomorphismus.

VINGY
G

Definition: Man kann das freie Produkt G« H {iber den Gruppen G und H als Worter iiber

dem Alphabet G U H definieren.

Das freie Produkt hat folgende universelle Eigenschaft:
Sei p: Gx H— A, G,H, A Gruppen, Plox iy und Pliagyw jeweils ein Gruppenhomomor-

phismus, i : (g, h) — gh:
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i
GxH<—>G«+H
315 , s0 dass ¢ o1 = ¢ und ¢ Gruppenhomomorphismus.

< - - %

Vi
A

Definition: Gruppen mit Erzeugenden und Relationen: X eine Menge, S C FX , Relatio-
nen‘.
Dann ist N :=< ¥ g > die normale Hiille von S.

G =FX/N die Gruppe, die von X mit den Relationen S erzeugt wird; G :=< X | § >.
Beispiele:

i) SeineN,C,={l,g9,...,¢" '} =<zla"=1>
Bem: | X| <1< FX ist kommutativ; FX 2Z < | X| =1

i) o, =<{s; |1 <i<n}|sis; =s;8 fir|i—j| <2,87 =1,8;8+18 = Si418Sit1 >

Beachte:
T<S<FX =U:=<r><<«™g>=V
= 1. Iso Satz3 Epimorphismus FX/U — FX /v

iii) Die endlichen einfachenGruppen sind (durchweg?) von 2 Elementen erzeugt.

iv) Sei G Gruppe. Wihle X = G, nach universeller Eigenschat 3! Epimorphismus FG — G
mit Kern N = G = FG/N

Definition: Seien G, H Gruppen. Das direkte Produkt G x H ist das kartesische Produkt
mit komponentenweiser Multiplikation.

GG =Gx{lg}dGxH>{lg}x H=H=H

forallge G,he H:gh=hg= GH =HG =G x H GNH = {lagxus}

= Wir miissen nicht zwischen exterem und internem Produkt unterscheiden.

|G x H| = |G|[H|

Betrachte H N < G,N I<G= HN=NH,HN <G

Sei zusitzlich HN = G, HN N = {1}

Sein € N. Wegen nHn™' = Hist ¢, : H — H : h+— "h =nhn~! ein Automorphismus von
H.

n +— ¢, ist Gruppenhomomorphismus N — Aut(H).

Satz 1.1.2.1: Sei g € G,¢y : G — G : h — 71 Automorphismus von G. Die Menge
Inn(G) :={c, | g € G} C Aut(G) ist Normalteiler von Aut(G).

Out(G) := Aut(G)/ Inn(G) (Gruppe der dufleren Automorphismen von G)

Die Abbildung ¢ : G — Aut(G) : g — ¢, ist Gruppenhomomorphismus mit Bild Inn(G)
(klar) und kerc = Z(G) := {g € G | gh = hgVh € G}
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Also ist G/Z(G) = Inn(G)

Beweis. Sei g, hy,hy € G

cg(hiha) = ghihag™ = ghig™'ghag™ = cy(h1)cg(ho)
cg-10¢g(h) =g tghg g =1h1"" = ¢1(h) = idy

Also ist ¢, bijektiv und daher Automorphismus von G.

¢ : g — Aut(G) ist Homomorphismus:
Car © o (h) = 9192095 917" = 91921(9192) ™" = €10 (D)

cg = idg & c4(h) = hVh
& ghg™' = hVh
& gh = hgVh
& g€ Z(G)
= kerc = Z(G)

Da im ¢ = Inn(G) ist Inn(G) < Aut(G).

Sei ¢ € Aut(G), g € G: Zu zeigen: ¢ Inn(G)p~! = Inn(G) < e, € Inn(G)Vy, ¢
(pegp ) (h) = plgp (R)g™") = w(9he ™ (g9) = p(9)he(g) ! = cpy)(R)Vh € G

= eyt = Cy(g) € Inn(G)

Also ist Inn(G) < Aut(G) O

Beachte: Sei N < G. Dann ist N 4G & ¢,(N) = NVg e G

(= ¢4, € Aut(N). ¢ ist € Inn(N) < In € N : ¢y = cy)

Definition: Sei H < G. Dann ist H charakteristisch in G, falls o(H) = HYp € Aut(G).
Klar: H char. in G = H < @.

Beispiel:

Z(G) ist char. in G:

Vz € Z(G),g € G : p(g)p(2) = ¢(92) = p(z9) = v(2)¢(9)
= ¢(2)G = Gp(z)

= ¢(2) € Z(G)

Satz 1.1.2.2: Seien K < H < (G, K charakteristisch in H, H char. in G. Dann ist K char.
in G.

Beweis. Sei ¢ € Aut(G). Zu zeigen: (K) = K.
¢ € Aut(G) =nchar.inc ©(H)(= H =,€ Aut(H) = ¢(K) = ¢, = K, da K char. in H
ist. Also ist K char. in G. ]
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Bemerkung. Sei S C G mit S™!' = S und p(S) = {p(s) | s € S} = S fiir alle pin Aut(G)
(Inn(G@)). Dann ist < S >< G char. (normal) in G.

Definition: Sei G Gruppe, a,b € G. Dann ist [a,b] = aba™'b~! der Kommutator von a und
b ([a, blba = aba=*b" ba = ab).

Die Untergruppe G’ :=< [a,b] | a,b € G >< G heifit Kommutatoruntergruppe von G.

Satz 1.1.2.3: Sei G Gruppe. Dann ist G’ char. in G (weil p[a, b] = [p[a], [b]]Ve € Aut(G)
ebenfalls Kommutator ist, und [a, b]™! = [b, a]).

G ist der kleinste Normalteiler von G, so dass G/G" abelsch ist (d.h. ist N < G, G/N abelsch
= NDG).

Beweis. Siehe Algebra. (1 : G — G/N : g — gN,7[a,b] = [r(a),n(b)] = ...dG/N =
N), O

Definition: Seien N, H < G,N < G,G = NH = HN,HNN = {1}. dann heifit G (internes)
semidirektes Produkt von N mit H. Wir schreiben G = N x H.

Beobachtungen:

a) GIN = NH/N = H/yng = H. Also ist G/N = H. Daher ist |G| = |N||G/N| =
|N|absH = |N x H|

b) G=N-H =Vz € GIne€ NIh € H:x =n-h. Diese Darstellung ist eindeutig: denn
seien ny,ny € N, hy,hy € H und sei nih; = nsghs, so folgt n;lnl = hghl_l eENNH =
7’L2_1n1 = hghl_l =1=n = ng,hl = h2

c) Allgemein gilt: HLN I G, HNN = {1} = hn = nh¥n € N,h € H, denn seien h €
H,ne€ N = [n,h] =nhn~'h™' = (nhn=')h~' € HN N = {1} (die Klammerung analog

€H<G

fiir N)

Daher: Ist G = N x H und zusétzlich H <G = G = H x N (da nyhinghy = ninshihs)
d) G = N x H,.’L’ = nlhl,y = Tbghg e G =z Yy = n1h1n2h2 = (hlnghl_l) hlhg =

eN<G

(n1"ny)(h1he) = n'h die eindeutige Darstellung vom Produkt z -y als Produkt eines

Elementes aus N mit einem Element aus H.

Die Abb. ¢ : H — Aut(N) : h — @(h) = An."n = ¢, = ¢,),, € Aut(N) ist Gruppenho-

momorphismus.

e) Multiplikation in G wird vollstandig auf die Multiplikation in N und Multiplikation in H
und auf ¢ zuriickgefiihrt: nihinshs = nyp, (ng)hihs

f) Ist ¢ : H — Aut(N) der triviale Homomorphismus, so ist ¢, = ¢, = idy fiir alle h € H,
d.h. pp(n) = hnh ' =n < hn = nh. Dann ist H < GundG = H x N.
Daher: Ist ¢ : H — Aut(/V) nicht tirivial, so kann G nicht abelsch sein. (¢(h) = @5 #
idy,h € Hy=n € N : pn(n) = hnh™' #n = hn # hn)
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Definition: Seien H, N Gruppen, und sei ¢ : H — Aut(N) : j — p(h) = ¢, € Aut(NV) ein
Homomorphismus.

Wir definieren das (duflere) semidirekte Produkt G = N x H wie folgt:

Als Menge ist G einfach das kartesische Produkt N x H.

Seiny,ng € N, hi,hy € H :

(n1, ha) - (2, he) == (n1 - @n, (n2), ha - he)

Satz 1.1.2.4: Mit obiger Multiplikation wird G = N x H zur Gruppe N x H mit Einselement
1g = (1y,1g) und Inverser (n,h)™! = (gp-1(n1), h71)

Seien N =N x {1z} C N x Hund H= {1y} x HC N x H.

Dann ist N 9 G,H < G,N = N,H = H und G = N x H (intern). Fiir h = (1y,h) €
H,i=(n,1g) € N,h € Hn € N ist h™'ah = (gn(n), 1), dh. czo1) < @) € Aut(N)

Beweis. Ubung. O

Bemerkung. Sind ¢, 1 verschiedene Homomorphismen von H — Aut(N), so kénnen N X,
H, N x, H isomorph oder nicht isomorph sein.

Beispiel. Co(= (Z/nz,+)) = N,H = Cy = {1, h}

¢ H € Aut(C,) durch (1) = idg,, pp(x) = 27!

Die Gruppe Dy, := C,, %, C5 heiit Diedergruppe der Ordnung 2n.

Ds,, ist die Gruppe der Symmetrien eines regelméfligen n-Fcks; C,, < D, ist die Gruppe der
Rotationen, Cy = Dy, /¢, sind die Spiegelungen.

Dy, =< z,y|a"=y*=lLyry=2"1 >

3 Operationen von Gruppen auf Mengen

Im folgenden sei: G = Gruppe, X = Menge, ox = {f : X — X | fbij. Abb.} =  symmetri-
sche Gruppe auf X*.

Definition: Eine (Links-)Operation von G auf X ist eine (externe) Verkniipfung
GxX—X:(g,z)— gz
so dass gilt:

i) lgrz=aVre X
ii) (gh) - z=g-(h-2)

Wir sagen: ,,G operiert auf X“ (durch Permutationen) oder kurz: , X ist G-Menge*“. (Analog:
Rechtsoperation: X x G — X))
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Bemerkung. Ist X G-Menge, ox = symmetrischeGrupe auf X, so wird durch A : G — ox :
g — Ay € ox ein Gruppenhomomorphismus A definiert, wobei \; : X — X : x +— g-x; denn:
Sei g € G : M1t 2 — g(g7tz) = (g9 ')z = 1gz = aVz € X, also ist A, bijektiv und
€ ox.

Seien g, h € G = Aoy (z) = A\y(An(2)) = g-(h-x) = (9-h)-x = Agp(x)Ve € X = A\, = Ag,
d.h. X ist Homomorphismus.

Umgekehrt: Sei ¢ : G — ox homomorph. Dann wird durch g-z := (¢(g))(z) eine Operation
von G auf X definiert, mit A = ¢ (Beweis: Ubung).

A heiit ,die zur G-Menge X gehorende Darstellung von G*.

Also: Das Konzept der G-Mengen X ist dquivalent zum Konzept der Homomorphismen
G — oyx.

(Im Falle der Rechtsoperation: Entweder op ox auch von rechts, oder die zug. Darst. p :
G — ox ist ein Antihomomorphismus)

Beispiele: (Running Gag)

1.) ox operiert auf X mit Darstellung id,, : 0x — ox : m— 7 € ox,7x = w(r)Vr € X

2.) G operiert auf der Menge G durch Linkstranslation g - h = gh.
Darstellung: \G — 0¢ : g — Ag; Ay : h — ghVh € G
(loc| = [G")

3.) G operiert auf G durch Konjugation:
g-h="h=ghg '[=cy(h)]

1) Sel H< G, G=JgH
i€l
Wir definieren eine Operation von G auf der Menge GG/H der Nebenklassen von H in G
durch: g(g:H) = g;H (bzw. auf I : gi = j)
(Linkstranslation auf G/H, Rechtsnebenklassen H\G durch Rechtstranslation)
Spezialfall: H = (I) = Operation von G auf G/H = G/(I) = G aus 2.)

4.) ist die Mutter aller G-Operationen auf Mengen.

Definition: Eine Operation von G auf X heifit treu, falls gilt: Ist gz = a2Vr € X = g = 1.
Offensichtlich heif3t dies fiir die zugehorige Darstellung ¢ : G — o, dass ¢ injektiv ist; denn
gr=aVr € X & (p(9))(x) =a2Vr € X & ¢(g9) =idx < g € kerp
Sockerp={ge€ G |gr=aVre X}.

Beispiele: 1.), 2.) treu, da g-h=hVh e G & g =1
3.) (i.A.) nicht treu. Genauer: ker p =kerc; = {9 € G | ¢, =idg} = {9 € G | ¢4(h) = hVh € G} =
{9 € G|ghg ' =hVh € G} = Z(G) Zentrum von G.

Klar: X treue G-Menge, so enthélt ox durch die zugehorige Darstellung ¢ : G — ox eine
zu (G isomorphe Untergruppe.
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Definition: Seien X,Y G-Mengen. Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit G-Homomorphismus
(auch G-equivariant) falls gilt:

Ve e X,g€G:p(g,7) = gp(x)

Wie {iblich: Epi-, Mono- und Isomorphismen.

Komposition (und Inversen falls bijektiv) sind wieder Homomorphismen.

Isosétze etc.

Also: Kategorie der G-Mengen.

Ubersetzung fiir Darstellungen:

Seien ¢ : G — ox,¥ : G — oy (X,Y Mengen) Darstellungen.

Ein Morphismus von ¢ nach 1 ist eine Mengenabbildung f : X — Y, so dass Vg € G das
folgende Diagramm kommutiert:

x Ioy
w(g)i Y(9)
X

#Y

dh. fop(g)=v(g)ofevlg)ofoplg) ™ =flgeC

Dies macht die Klasse der (Permutations-) Darstellungen zu einer Kategorie. Diese ist iso-
moprh zur Kategorie der G-Mengen (Beweis: Ubung).

Ziel: Klassifikation von G-Mengen.
Definition: X,Y G— Mengen:

L . : . i o _Jgr firz=2€X
a) Die disjunkte Vereinigung X UY wird zur G-Menge durch g -z = {gy fiir 2 =y € Y
(,direkte Summe®, | Koprodukt“ in Kategorie der G-Mengen)

b) Das kartesische Produkt X x Y wird zu G-Menge durch ¢ - (x,y) = (gz, gy)Ve € X,y €
Y,g€e G

¢) ox wird G-Menge durch gZ = {gz |z € Z} fir Z C X

Definition: Sei X eine G-Menge, 2 € X. Die Bahn (Orbit) Gz(“z) ist {9z | g € G} C X,

und der Stabilisator Stabg(x) in G von z ist {g € G | gx =z} C G.

Fiir S C G ist der Stabg(X) ={g € G | gs € SVs € S}

Der Punktstabilisator von S in G ist PStabg(S) = {g inGlgs = sVs € S} = [ Stabs(s)

sesS
Klar:

1. Stabg(x), Stabe(S), PStabs(S) sind Untergruppen von G.

2. Die Einschriankung von der G-Operation auf die Bahn Gz macht die Bahn Gz von z
zur G-Menge.
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Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~¢ auf X durch z ~¢ y < 39 € G :y = gz
Die Aquivalenzklasse von x € X ist die Bahn Gx.
Konsequenz: X ist die direkte Summe der Bahnen von G auf X.

Definition: G operiert (einfach) transitiv auf X, falls nur eine Bahn existiert, d.h. Vz,y €
X:dgeG:x=ygy.

Beispiele: von 1.3.1

A) Bahnen:

1.) G ist die einzige Bahn.

2.) Yhy,hy € G3g € G : hy = ghy : g := hyh{*', also: G ist die einzige Bahn.

3.) g ~gh < JwinG : h = zgr~! < g und h sind konjugiert < Bahnen sind Konjuga-
tionsklassen.

4.) Eine Bahn. g, h € G =3x € G: h=29 = hH = xgH

B) Stabilisatoren:

1.) x € X : Stab, (x) = {m € ox | m(x) = x} = ox\(s}, 2.Bsp. Stab,, (n) = 0,1

2.) he G:Stabg(h) ={g9 € G|gh=h}={1}

3.) heG: Stabg(h)={g€ G| h=h}={9g€G|ghgt=h}={9€ G| gh=hg}=

Zentralisator von h in G.

4.) Spezialfall Stabg(1-H)={9€ G|gH =H}=H
Lemma 1.1.3.1: Sei X G-Menge, v € X, g € G: Dann ist Stabg(gz) = g - Stabg(z() - g~*
(,konjugierte Untergruppe®)

Beweis. ,2% Sei h = gfg~' € rechte Seite = h(gr) = gfg 'gr = gfr = gr = h € linke
Seite. ,C* Sei h € Stabg(gx), d.h. h(gz) = gv = g 'hgr = v = g 'he = f € Stabg(r) =
h=gfg' e gStaba(x)g™ O

Beispiele: von 1.3.1, Stabilisator fiir 4.):
Stabg(rH) = xHx™!

Neues Beispiel fiir 1.3.1:

5.) Sei X = {H < G}. Dann operiert G auf X durch Konjugation lsupgH = gHg™*
Stabg(H) ={g€ G| gHg ' = H} = Ng(H) der Normalisator von H in G (die groBte
Untergruppe von G in der H normal ist, H I Ng(H) < G)

Bemerkung. Bahnen sind in 5.) Konjugationsklassen von Untergruppen.
Beachte: |c¢,(H)| = |gHg™ | = |H|

Satz 1.1.3.2: Jede G-Menge ist (eindeutig) disjunkte Vereinigung (direkte Summe) von
transitiven G-Mengen, ndmlich der Bahnen von GG auf der Menge.

10
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Satz 1.1.3.3: Sei X transitive G-Menge und z € X, H = Stabg(z). Dann ist X = G/H
(= G-Menge der Nebenklassen von H in G durch Linkstranslation, siche Beispiel 4. aus
1.3.1)

Beweis. Definiere ¢ : G/H — X : gH +— gx fiir g € G.

1.) ¢ ist wohldefiniert: Denn sei gH = fH = f~'g € H = f~lgr = x, da H = Stabg(x)
ist = gz = fx

2.) Umgekehrt gehts auch: Sei fr =gr (f,g € G) =2 = flgv = flge H=gH = fH
Also ist ¢ injektiv.

3.) Wegen G -z = X ist ¢ surjektiv.

4.) Seien a,g € G : Dann ist ap(gH) = a(gzr) = (ag)r = ¢(agH), also ist ¢ ein Isomorphis-
mus von G-Mengen.

Korrolar 1.1.3.4: |X|=|G/H| =[G : H]
Allgemein: Sei X G-Menge, © € X = |Gz| = |G : Stag(z)| (Bahngleichung)

Wir haben jetzt is aus Isomorphie alle G-Mengen konstruiert, ndmlich als disjunkte Vereini-
gunge (direkte Summen) von G-Mengen der Form G/H mit H < G.
Frage: Sind H, K < G. Wann ist G/H = G/K als G-Menge (unter Linkstranslation)?

Lemma 1.1.3.5: Seien X,Y G-Mengen, ¢ : X — Y Homomorphismus, und sei x € X.
Dann ist Stabg(z) < Stabg(p(x)
Insbesondere: ist ¢ ein Isomorphismus, so ist Stabg(z) = Stabg(p(2)).

Beweis. g € G : gr =z = g(e(x)) = p(gx) = p(x) = g € Stabg(p(x)) O
Satz 1.1.3.6: Seien H, K < G. Dann ist G/H 2 G/K & H=¢ K (dh. g € G: gKg~' =
H).

Bemerkung: 1.3.6 4+ 1.3.9 liefert die Klassifikation der G-Mengen.

Beweis. Sei ¢ : G/H — G/K ein Isomorphismus von G-Mengen, (3x € G) : varphi(l-H) =
1K = Stabg(l- H) = H = Stabg(zK) = xStabg(1 - K)a™! = s Kx!. Also ist H =g K.

Umgekehrt ist H =¢ K, etwa K = xHx~!. Dann ist (nach 1.3.4) K = Stabg(zH), und
G/K = G/H nach 1.3.6 O

Definition: Sei £ € N, X G-Menge. Dan heifit X k-fach transitiv (k-trans.) falls gilt: Sind
T1,..., 2 € X und yy, ...,y € X jeweils beliebige aber paarweise verschieden, so gibt es
geG iy =9gx,vV1 <1<k

11
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(Klar: G operiert auf X*¥ = X x...x X k-trans. < G operiert auf {(ml, ..., xp) € X*F | 2; paarweise vers
transitiv. 1-transitiv = transitiv)

Satz 1.1.3.7: Sei X 2-transitive G-Menge, € X. Dann ist Stabg(z) maximale Untergrupe
von G.

Beweis. 2-transitiv = X ist transitiv = X = G/H fir H = Stabg(X). Angenommen,
H st nicht maximal in G. Sei H < K < G,g € G,g ¢ K,k € K,k ¢ H. Dann ist
kH # H,gH # H. Wir hben also zwei Paare (H,kH) und (H, gH). 2-transitiv = 3f € G :
f-(AH)=(1H),f(kH)=9gH = f € H= fke K= 3h € H: fk=gh= K = fkK =
ghK = gK = g € K Widerspruch! m

Definition: Eine transitive G-Menge X heiit primitiv < Vo € X : Stabg(z) maximale
Untergruppe von G ist.

2-transitiv = ,primitive = transitiv

Y ) 0

Stab = max. Untergruppe Stab = max. Untergr. Stab = bel. Untergr.

Satz 1.1.3.8: Eine transitive G-Menge X ist primitiv < wenn gilt: Sei Y C X, |Y| > 2.
Dann gibt es fiir alle g € G Elemente y,z € Y mit gy € Y, 92 ¢ Y.

Anwendungen:

Satz 1.1.3.9: Sei G endlich, H, K < G. Es gilt:

H|- K|
|HN K|

H K| =

Beweis. Sei X = G/K eine G-Menge. Durch Einschrianken ist G/K auch H-Menge.

Sei Hy die Bahn von K =1 - K unter dieser H-Operation.

Klar: Hx ={hK |h€e H} ,HK = thhK.

Also ist HK die Vereinigung von K-Nebenklassen von G mit Vertretern aus H.

Also ist |[HK| = | K|-|K|. Nach 1.3.7 ist | " K| = |H : Staby (K)|

Staby(K)={he€ H|hK =K} =KnNH.

Also ist |[HK| = |K| - |"K| = |K|-|H : Staby(K)| = |K|-|H : (HNK)| = |K| - -2 O

[HNK|

Konjugationsop: |G| =n € N, 1 = g1, o, ..., g seien Vertreter der Konjugationsklassen von
G.

Ci= “g;={99:97" | g € G} Bahn

C; = Stabg(g;) = Ca(9:) = {h € G | hg; = g;h} < G

12
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Satz 1.1.3.10: Klassengleichung: Sei |G| = n.
R 14 YIG Gl = 2@+ Y [Gicl

=1,..., k7g7,¢Z(G)

Beweis. Ohne Einschrankung: Z(G) = {¢1,...,9},1 <I<k=C,=GVi=1,...,1.,C; =

Mit 1.3.7 = k] “g) = |Ci| = [G : Ci] = [G : Stabg(g;)]

=1,...,

Definition: Sei G endliche Gruppe, G = [G, G]. Definiere D*(G)(i € N) durch

1. D'(G) = G
2. i>1:Di(Q) = [D"Y(G), D" Y(G)]

Klar: D'(G) < D YG) und D'1(@)/D(G) abelsch.

]

G heifit auflosbar, falls D*(G) = (1) fir ein k € N < 3(1) = Ny < Ny... < N,,, = G mit
N; <Q N;i; und Ngyq/N; abelsch (zyklisch, zyklisc von Primzahlordnung nach Korrespon-

denzsatz).

Kann man zusitzlich N; so wihlen, dass N; < G ist, so heifit G Uberauflssbar (,,supersolva-

ble®).
N < G: mit N auflosbar, G/N auflosbar < G auflésbar.

Sei Z;(G) induktiv durch folgendes definiert:

i) Z1(G) = Z(G) < G (charakteristisch)

ii) Z2(G) ist volles Urbild von Z(G/Z(G)) in G unter natiirlicher Projektion G — G/Z(G).

Beachte: Nach Korrespondenzsatz (1.2.10) gilt: Z5(G) < G.
(Z2(G) ={9 € G| 92(G) € Z(G/Z(G))})

iii) ¢ > 1: Z;(G) ist volles Urbild von Z(G/Z;_1) in G, Z;(G) < G.

Haben: (1) = Z1(G) Q Z,(G) < ... < Z;(G) < ...
Zi(@)/Z;i_1(G) abelsch, Z;(G) < G. (Beweis: Ubung)
G heifit nilpotent, falls 3k € N: Z;(G) = G.
Beachte: nilpotent = {iberauflosbar = auflosbar

Korrolar 1.1.3.11: Sei G eine p-Gruppe, p Primzahl (d.h. 3t € N : |G| = p'), Dann ist

|Z(G)] > 1.
Insbesondere ist G nilpotent.

Beweis. x € G,z ¢ Z(G) = Cg(z) < G = |G : Cg(x)] wird von p geteilt.
k
Klassengleichung: |G| = p' = |Z(G)|+ > |G : Ca(gi)|

i=l+1

13
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p teilt |G : Cg(g:)| = p teilt die Summe = p teilt [Z(G)].
Rest: Ubung. O

Bemerkung. Beriihmte Ergebnisse:

I) Brunside’s pg-Theorem: Seien p, ¢ Primzahlen, |G| = p®-¢* a,b € N = G ist auflésbar.
IT) Feit-Thompson: Ist 21 |G| = G ist auflosbar.

Beachte: Sei H < G. Dann ist H 9 G < H ist Vereinigung von (disjunkten) Konjugations-
klassen von G; denn gHg ' = HVg € G gilt genau dann, wenn Vh € H,g € G : ¢,(h) =
ghg~' € H,d.h. “} C H. Daher ist |H| = 3 |Cy]

g:i€H

Erinnerung: Sei H < G. Dann ist N,(H) ={g € G |gHg ' =H} <G und H < Ng(H) =
die eindeutig bestimmte grofite Untergruppe von N, in der H normal ist. H I G < Ng(H) =
G.

Satz 1.1.3.12: Sei |G| = n < oo, und sei H < G. Sei A = {gHg™'| g € G}. Dann ist
|Al = |G : Ne(H)|.

Beweis. G operiert auf o(G) ({K < G}) per Konjugation, und A ist gerade die Bahn ¢
von H unter dieser Operation. Ng(H) = Stabg(H). So folgt die Behauptung aus 1.3.7. [

Definition: H, K < G,z € G. Dann heifit HzK = {hzk | h € H,k € K} die H-K-Doppelnebenklasse
von z.
Definiere ~ auf G durch ,y € G, soist t ~y< dh € H k€ K : y = hzk

) z=1lgrlg =z ~aVeeG
ii) y = hak = x = h='yk~! = Symmetrie
111) Yy = hlxkl, z = hgyk’g = z = hohjxkiky = x ~ 2

Also ist G disjunkte Vereinigung der H-K-Doppelnebenklassen.

Klar: HzK = |J hzK = |J Hzkist (disjunkte) Vereinigung von K-Links- bzw H-Rechtsnebenklassen
heH kEK
in G.

Satz 1.1.3.13: Sei |G| =n < 00, H, K < G und € G. Dann gilt:

[H]| - K] |H| - |K]| B )
|[HNzKz"1| |+ 'HzN K| =[H:(HNzKz""-|K|=|H|-[K: (:'H2N K]

Das kommt nicht von uneféhr: Ist hy = 1,h2,..., h; € H ein Vertretersystem der Linksne-
benklassen von H N zKz"' in H, dh. H = L.Jhi(H NzKz7' soist HzK = |J hizK.

|HzK| =

14
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Analog K= |J (:7'HzNK) -kj,HzK= |J Hzk;

j=1,...m Jj=1,....,m

Beweisidee: h € HN 2Kz ! < Elk‘“e K:h=zkz'e hzK = 2kz"'2K = 2kK = 2K =
hi(z"*HN K)zK = h;zK, Details Ubung.

; _ 11312 |H||2K="1 _ |H[K| __ |H||K]
Beweis. a) |HZK| - |HZK2 ’ T |HNzKz7l] T |HNzKz71| T |z71HzNK|

b) 2. Beweis: G operiert auf G/K wie iiblich, also auch H durch Einschrankung. HzK ist
die Vereinigung der Nebenklassen, die in 2K liegen. Daher ist |HzK| = |K|- Bahnlinge
| "2K|. Nun ist Staby(2K) = {h € H | hzK = zK}. Aber hzK = 2K < 2z 'hz =k €
K& h=zkz"'ist dk € K.

Also ist Stabg(2K) = HNzKz! 1':3>7|H2K| =|K|[H: HNnzKz"'] = %

F ist ein Korper, n € N,G = GL,(F) = Autp(V),v = F-Vektorraum mit dimg(V) =n
G ={A e F™" | det A # 0} = volle lineare Gruppe.
SL,(F)={A¢e€ F"" | det A = 1} = spezielle lineare Gruppe.
Z(G)={a - E,x,|0#«a € F}
o 0

Z(SL,(F)) = Z(G) N SL,(G), da G = SL,(F) -

Z(SLa(F)) ={a-1lg|0#a € Fa" =1}

PSL,(F) = SL,(F)/Z(SL,(F)) = ,projektive spezielle lineare Gruppe*

Ziel: I' = PSL,,(F),T" # PSL,(GF(q)) fir n = 2,¢ = 2,3 und n = 3, ¢ = 2, dann ist PSL, (F)
einfach.

Notation: |F'| = GF(¢) = F, Korper mit ¢ Elementen, ¢ = p*, p Primzahl, a € N.
G = GL,(q),SL,(F) = SL,(q), PSL,(F) = PSL,(q)

n(n—)
G| = kH @ =)= =D =)@ —¢)...=q¢ = (=D =1)...(¢g—1)
=1
SLa(a)] = B IPSLa(0)] = pleric

15



Il Basics und Bruhat-Zerlegung

Satz 1.2.14: |GL,(q)| = oben (Algebra)

Definition: 7" := {Diagonalmatrizen in G = diag(as,...,a,) | 0 # oy € F,},|T| = (¢—1)",
Standard (Split) ,, Torus*

B := {A = obere Dreiecksmatrizen in G | det A = [] oy # 0}, Standard ,Boreluntergruppe“
von GG

Klar: T < B < G ,Borus, ,Torel; Ac B=A"1e B;X,Y € B= XY € B, also B<G.

U = {A € B | Diagonaleintréige von A sind 1} < B

AeB,XcU:AXA'eU=U<B

Klar: UNT = (1g).
A 0
Sei A=e B=A- - cU
A
dhYeT A Y =X=2A=X-Y L Alsoist B=U-T.
Definition: i) Eine Untergruppe von G, die konjugiert zu B ist, heifit Boreluntergruppe

von G.
ii) Sei { = (ey,...,e,) natiirliche Basis von Fy, Fiir 7 € o, sei & = (€x(1), - -5 €x(n))-
Sei B, = myq(&, &) Basiswechselmatrix von & nach &,
0 01
Beispiel: m = (2,3,1): Ex, = |1 0 0| = Permutationsmatrix zu 7.
010
Beachte: Matrix-Einheit: e;; = (6,5) € Mxn(Fy)

E, = Zl Cr(i)i

Definition: Eine Permutationsmatrix A € M,,«,(F) ist eine Matrix, die in jeder Spalte und
Zeile genauen einen von 0 verschiedenen Eintrag hat, der 1 ist.

Sei A Permutationsmatrix. Definiere 7 : {1,...,n} — {1,...,n} durch (i) = j & Au); =
1.

Also ist m — E, eine Bijektion von o, in W := {Permutationsmatrizen}.

Seien o,mTE Oy Dann ist E,T'Eo- = (Z?:l €ﬂ(i)i)(2?:1 eg(j)j) = 04,j€x(0)i€o(j)j = Z?:l €ro(j)j =
Ers.
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Also ist m +— E ein Isomorphismus von o,, in W, insbesondere ist W < G, W heifit ,Weyl-
gruppe” von G.

Satz 1.2.15: Die Menge W der Permutationsmatrizen in G = GL,,(F) ist Untergruppe von
G und isomorph zu o,,.
Beachte: Sei m € W = detm =signm € {—1,+1}

Bemerkung. Ist E, Permutationsmatrix zu © € o,, M € F"*" so entsteht 7 - M = E, M
aus M durch entsprechende Zeilenpermutationen und Mm durch entsprechende Spaltenper-
mutationen.

oy, operiert auf der natiirlichen Basis & ~ §x = (€x(1), .- €r(n))-

Definition: Sei 1 <i,j < n,i # j, und sei @ € F. Dan sei z;;(a) € F™*" die entsprechende
1 firs=t

Elementarmatrix A = (ag) mit ag = ¢ a fiir s =i,t = j
0 sonst
1 o
zij(or) = , o an Position ¢, j
1

Die Matrizen z;;(«) und ihre G-konjugierten heilen Transvektionen.

Beachte: x;;(cv) - M entsteht aus M durch Addition von Reihe (Saplte) j mal a zu Zeile
(Spalte) i (M - z;j(a).

Lemma 1.2.16: Seien «, 3 € F,i # j, minW

i) det(z;;(a)) =1, also ist z;;(a) € Q,(F) < GL,,(F).
ii) Ist a # 0, so ist x;;(o) € B i < j. (U < B)
i) zi;(a)z;(B) = xijla+ B),z;(a) ™t = x5(—a). So ist X;; = {z;;(a) |a € F} < G die
sogenannte Wurzeluntergruppe zur Wurzel (j —¢); X;; = (F,+)
iv) Sind 4,5,k € {1,...,n} paarweise verschieden, so ist [z;;(c), z;1(5)] = zix(af)
v) Ist m € 0y, 50 ist ()T = Triya( (@)

vi) Bemerkung von oben.

Beweis. 1),ii) trivial.

iii) Beachte: x;;(a) = E + aey;
(B + aey)(E + Beij) = E+ (a+ B)ei; + aBejjei; = B+ (a+ B)ey; = xij(a+ 5).
= xij(a) - xy(—a) = 25(0) = B =1= z(a)™" = 2y4(—a)

iv) [zij(a), zu(B)] = (B + aeij) (E + Bep) (E — aei;) (E — Bejr)
= (E + Qe + ﬁejk + aﬁeik) : (E — Qi — ﬁejk + aﬁeik)
= F — ae;j — Beji + afey, + aey; — 0 — afey + 0+ Bejr, —04+ 04+ afey, —0—-0+0
=F + Ofﬁeik = QTM(OZ . ﬁ)
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v) Beachte: me;; = ex(); wegen vi). e;;m 7! = e;r(j); denn Er = > ex(s)s
s=1

= Eﬂeij - Z €r(s)s€ij = €n(s)j> eijEW*1 - Z €ij€r—1(s)s = Cin(j)
s=1

= 1z ()n ! = w(E + aej)n ! = nEn 4+ amein! = E + alriynt) = Ta(iyn(j) ()

]

Ziel: G = |J BwB, insbesondere: es gibt n! viele B-B-Doppelnebenklassen in G (U-B-,
weWw

B-U-). ,Bruhat-Zerlegung*

Lemma 1.2.17: Sei M € G. Dann gibt es ein b € B(U) so, dass gilt:

Fiir 1 <1¢ < n gibt es eine eindeutig bestimmte Zeile k; in b - M so, dass der i-te Eintrag in

dieser Zeile der erste von 0 verschiedene Eintrag in ihr ist,

und {kq,..., k. ={1,....,n}; i — k; € 0,.

Beweis. Die 1. Spalte von M kann nicht die 0-Spalte sein = dk; so, dass Eintrag k; in
M = (a,5) ungleich 0 aber a,; = 0 fiir > k; ist. (Der letzte von 0 verschiedene Eintrag in
der Spalte).

. . —Q
Durch elementare Zeilentransformationen (x;;(—=

~-), L < ki) aus U kann man M" erhalten,
1
in der k; der einzige von 0 verschiedene Eintrag in der 1. Spalte ist.

Streiche 1. Spalte und k;-te Zeile und arbeite induktiv weiter. n
Satz 1.2.18: G = BWB = |J BwB (bzw. UwB oder BwU).
weW

Beweis. M € G,b € B, k; wie in 2.1.5 gewéhlt. Die Abbildung i +— k; ist Permutation
T =T)N € Op.

Sei w = 7! Dann ist wbM =b e B= M =b"‘nb € BrB.

Beachte: 2.1.5 konstruiert 7, fiir M. O

Lemma 1.2.19: Seien wy,w, € W und b € B, so dass wibwy € B ist, dann ist wl_l = Wwy.

Beweis. Sei 1 < j < n beliebig und sei i = w; '(j), also w1 (i) = j.

Sei wieder E = (ey, ..., e,) natiirliche Basis von F"so ist ;' (e;) = e;.

Dann ist Zeile j von wyb gleich Zeile ¢ von b.

Sei k = wy (i), d.h. wy(k) = i, dann ist Spalte k von w;bw, gleich Spalte i von w;b.

Es sei 8= (b); € F. 3#0 (b€ B); 3 ist auch (w;b);; und (wybws), (und immer noch # 0)
= 7 <k, dawbw, € B

Wir haben wy 'wi'(j) = wy ' (i) =k > j = wy'w;' = 1= w; = wy ' O
Korrolar 1.2.20: Seien w,w’ € W,w # w'. Dann ist BwB U Bw'B = (), und daher G =
\J BnB.

TeW
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Beweis. Sei BuB N Bw'B # () = BwB = Bw'B = 3b,V/ : w' = bwb/
sw v lw'=VeB=wl=wW)"!'=>w=u O

Bemerkung. In 2.1.5 wird das eindeutig bestimmte w € W fiir M € G konstruiert so, dass
M € BwB ist.

Lemma 1.2.21: Sei b € B. Dann gibt es ein Produkt ¢ von Transvektionen so, dass t - b
Diagonalmatrix ist, die dieselben Diagonaleintrige wie b hat.
Beweis klar.

Satz 1.2.22: G wird von 7" < GG und der Menge der Transvektionen erzeugt.

Beweis. Sei H die Untergruppe von G, die von diesen Matrizen erzeugt wird.

Zu zeigen: H = G

Wegen 2.1.10 ist B < H, und daher geniigt es wegen der Bruhat-Zerlegung 2.1.8 zu zeigen,
dass w € HYw € W.

Dafiir geniigt es zu zeigen: 7, ; € o0, ist in H enthalten:

E.. .= > es+ej+eji=x5(1)ry;(—1)r;(1) - D, D Diagonalmatrix.
SF#1,8F£]
e, firk#i,k+#j
w = .I]Z(l)ZEZJ(—l)ZL’jZ(l), weyr = €; fir k=1 ]
—e; fir k=7

Missing: 17.11.2009

Pf:UfNLf

Beispiele: V. = F" £ = (ej,...,e,), Vi =< €j,...,en, >,0 < ny < ... < np = nf =
(Vi,...,0n)

Beachte: V; =V,_1 @y, ¥i :=< €n,41,-- -, €n, >
Uz':ni7v2:712_”1,”3:”3_”27--'77%:nk_nk—lavi:dimF<yi)

L; = {Matrix mit von 0 verschiedenen Blécken der Gréflen v; x v; auf der Diagonale aus G'}

v = (v1,...,v) FEn Wir schreiben P, = U, x L, anstatt Py, Ly, Us. (v = (n) = Py =G =
Liny, Uy = (1))

Sonderfall: v = (1") = (1,...,1) Fn, P, = B=wu-T, Borus.

Definition: Fine n x m-Matrix A heifit (untere) unitriangulér, falls folgendes gilt: A; =
1,A;; = 0Vi < j (allgemeine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonale), analog obere.
Lemma 1.2.23: Sei V = F" f = (Wq,...,W,) mit W; =< eq,...,e; >,& = (e1,...,€y)
natiirliche Basis von V.

Sei X ein B-invarianter Unterraum von V', d.h. bx € XVb € B,z € X(= bX = X.

Dann ist W =W, furein 1 <1 <n.
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Beweis. Sei 1 < k < n minimal mit X C Wj. Wir zeigen: X = W,.

k
Dann existiert ein x = Y aye; mit ag # 0 (da k& minimal).

i=1
L.dbeB:b-rx=e,.=e, X
Nun ist (E+eg_1p)er =€ +ep1 € X = e,1 € X, analogVi<k:e, € X =W, C X =
W, =2X. O

Satz 1.2.24: Sei B < H < G. Dann is H eine Standardparabolische Untergruppe, d.h.
dvEnH=P,

Beweis. Sei X ein H-invarianter Unterraum von V. Dann ist X auch B-invariant, wil B C H.
Also gibtesein 1 <i<n:X =W, =<ey,...e; > &= (eq,...e,) natiirliche Basis wegen
2.2.5.

Seien W,,,..., W, mit 1 <ay < as < ... < o, = n genau die H-invarianten Unterrdume
von V. a = (aq,...,0,), W, =< eq,...,eq, > Fy = (W,,,...,W,,) ist H-invariante Fahne
von Dimensionstyp a.

Sei py = 0= Qg — Q1,5 ooy flp = Qp — Oy :u:(ul,...,ur)hn.

Stabg(F,) = P,,H < P,
Zu zeigen: H = P,.
Spezialfalle

1)r=1Lp=(n),P, =G
Zu zeigen: H = G
< Hey >= H-invarianter Unterraum = V =< He; > = dh € H : he; = aqeq1 + ... +
ape, mit ay, # 0
Bruhat-Zerlegung: h € BwB,3Jw € W
2.1.9 und 2.1.5 = Fiir g € BwB hat g als Matrix die Form ...
d.h. hier fiir h € BwB :w(l) =n
Beachte: Wegen B C H ist h = bywby = w = bl_1hb2_1 cH
Sei 1 < j < n mit w(j) =1 (Ohne Einschrankung n > 2)
Dann ist Xy; = {z1(a)|einF} < B < H
X, = Xw(l)w(j) = lejw_l ceH (mit 2.1.4)
Seil<i<m<n=X;,,CBCH
Dann ist X, () = [zp1(a), 21, (1)] € HYa € F (mit 2.1.4)
=X, CH
Vl<<n:zpla)=zmla,z,(l)] e H=X; CH
Vi<i,m<n,i#m:zm,la)=[rg(a),r1,(1)] € H= X;, CH
Wir haben gezeigt X;; C HV1 < 4,5 <n,i #j
DaTCBCH=H-=G.

2) r=21,=W,, <V =W,
Wir wissen schon: H < P,,p = (m,n —m)En
Klar: U, € BC H,P, = U, % L,, es geniigt also zu zeigen: L, C H.
L = GL,(F) x GL,_(F)
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GL,,(F) =< Diagonalmatrizen in GL,,(F) und z;;(«c) >, analog GL,,_,,

Es geniigt also zu zeigen: X;; € HV1 <4, <m,tund m+1<4,57<n

Sei X; =< He; >= H-invarianter Unterraum von W, = X; = W,,

D.h 3h € H, he; = aey + ... ape, mit a,, # 0.

Sei w € W mit h € BWB. Wie oben folgt aus 2.1.9 und 2.1.5 w(1) = m und daher
Xml g H.

Beachte: w € H = w™ (1) =5 <m

X1 = Xw(l)w(j) = lejw_l € H.

Kommutatoren wie im ersten Spezialfall = X;; C HV1 <i,j <m = GL,,(F) C H.

< Hem + 1 > ebenfalls H-invariant = Jh € H : he;1 = pme1€myr + - - - + ape, mit
ay, # 0.

Es folgt analog wie eben X;; C HVm+1 <i,j <n = GL,_,,(F) C H.

=P, CH=H=PF,

Ubung: Allgemeiner Fall. m
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Die spezielle und projektive lineare
Gruppen

Ziel: PSL,, (F)) ist einfach, falls n > 2 oder n = 2 und F # GF(2) oder GF(3) ist.

2.3.1 Erinnerung: det : GL,,(F)— > F* : g — det g ist Gruppenhomomorphismus mit Kern
SL,(F) < G,SL,(f) = {g € GL,(F) | det g = 1}.
Klar: det ist surjektiv

. n - k_
[sositze: ¢ — 1 = ‘\(s;ﬁn((g))\‘ = [SLn(g)| = kljl =
1)

n(n+1)

n—1
k—1 _ H qk+lqu)=q‘27(q”71)(q"7171 9
k

(¢~

=1

2.3.2 Satz: SL,(F') wird von den Wurzeluntergruppen (d.h. von den Transvektionen) in G
erzeugt.

Beweis: Fiir 1 <4,j <n,i# j, und f+r o € F ist x;;(«) € SL,,(F') nach 2.1.4.

In 2.1.5 haben wir gezeigt: Ist ¢ = (ay;) € SL,(F) C G, so gibt es ein u € U (Produkt von
Transvektionen) so, dsas gilt: Fiir 1 < ¢ < n gibt es eine eindeutig bestimmte Zeile k; in
ug so, dass der i-te Eintrag in dieser Zeile der erste von 0 verschiedene ist. Die Abbildung
71— k; ist Element von o, = W. .

Wir kénnen diese Zeilen nach 2.1.11 durch ein Produkt 7 von Transvektionen (i,j) =

xi;(1)xji(—1)z;(1) ((4,7) € o, Transposition) bis aufs Vorzeichen ordnen. ( (i,7) = diag(1, ...

(i,7)). Daraus folgt: durch ein Produkt b € SL,,(F") von Transvektionen wird b - g eine obere
Dreiecksmatrix g.
)\1 A
Also bg = g = . Beachte: det g = detb-detg = 1, d.h. g € SL,(F).
0 An
=detg=A-...- N\, = 1.

Beachte: Seien «, 3,7 € F mit ay # 0.

o1 (=Da1a(1 =7 Ha(y) - (3 f) = <_11 (1)> ((1) 1 _171> G (1)) (g 5)

1,-1,1

y )y

:<1 1—7‘1)(04 3 ):(04+04’y—04 6+’yﬁ+’y—ﬁ—1>:(ory fyﬁ—ﬁ—l)

-1 47t ay YO8+ —a+ o —B+8+1 0 1
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Auf alle Zeilen von § anwenden.

= Man kann g durch Premultiplikation mit einem Produkt von Transvektionen auf die

Gestalt ¢’ = ] = € U bringen. Jedes Element von U
0 1 0 1

ist aber Produkt von Transvektionen (elementare Zeilenoperationen: g’ ~~ 1). Also ist §

Produkt von Transvektionen. Also ist ¢ Produkt von Transvektionen.

2.3.3 Satz: Die Wurzeluntergruppen X;;, 1 <1i,j <mn,i # j, sind in SL,(F’) konjugiert.
Beweis: Seien 1 <4, <n,1 <k, I <mn,i# jk#I.
o ist n-fach transitiv auf {1,...,n}, also zweifach transitiv = Jw € W = o, : w(i) =
k,w(j) =1.
Haben gesehen: wX;;w™" = Xy w(j) = Xu. Ist w gerade Permutation, d.h. signw = detw =
1 = w € SL,(F) und wir sind fertig.

—1 0

Sei also signw = detw = —1 und ainF. Seid =d ' = . € GL,(F). Dann

0 1
ist det(dw) = detd - detw = —detw = 1, d.h. dw € SL,,(F).

dwX;;(dw) ! = d(wX;;w™)d = dXyd = d(E+aey)d = dEd+adegd = {
In jedem Fall ist (dw)X,;(dw)™t = Xy

Xu(a)  fiir k1 #1
Xk (—a) sonst, (k #1)

Definition: Sei Z = {aF |a € F*},E =1. Dann ist Z < G,G C Z(G) = Zentrum von G.
2.3.4 Satz: Z = Z(G) und Z NSL,(F) = Z(SL,(F)).

Es geniigt zu zeigen: Jedes Element von GL, (F) (bew. SLy(F")), das mit allen Transvektio-
nen x;;(1) (1 <4,5 <n,i# j) vertauscht, liegt schon in Z.

Seig = (aij) = >, s qijeij € Z(G) = g-xp5(1) = 45(1)-gV1 <1y s <1 # 5 & g(E+eps) =
(E+ens)g < Zij QijCijCrs = D p OkiCrsChl & TillinCis = Y (liCyy
dh.es=es&i=rl=s5 0, = a4, # s, a; =0 sonst.

=g=a-FeZ (Fir SL,(F):a" =detak =1)

Definition: GL,(F)/Z = PGL,(F) = ,projektive allgemeine lineare Gruppe“
SL.(F)/Z(SL,(F)) = PSL,(F) = , projektive spezielle lineare Gruppe*

2. Tsosatz: PSL,(F) & SL,(F)/(Z N SLy(F)) = Z - SLu(F)/Z < GLy(F)/Z = PGL,(F)
Fiir F = GF(g) = (F), : [PGL(q)| = 52 = 20 — |SL, (q)|

Bemerkung:
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1) GL,(F) = SL.(F) x ) | o€ F*
0 1

n -1
2) F algebraisch abgeschlossen = z := ( y/detg F) € Z,g-z € SL,(F), es folgt:
PSL,(F) & PGL,(F).

3) PSLQ(Z) = 03 IZ Ag, da PSL2(2) = GL2(2)
PSLQ(S) = A4 > ‘/4 = G2 X G2

2.3.6 Lemma: Sei n > 2; und |F| # 2,3 fiir n = 2. Dann ist jede Tranvektion z;;(«)
(1<i,j<n,i#jacF)ein Kommutator von Elementen in SL,(f).

Beweis: Ist n > 2, dann ist z;j(a) = [2;;(), 2 ()] mit 1 <k <n, k# ik # j.

Sein =2,3,v¢€ F mit 3 # 0.

[(ﬁ 0 ) (1 7)] _ (1 (6% — 1)7)

0 p7t)\0 1 0 1

= x12() ist Kommutator dieser Elemente aus SLo(F), falls es 5,y € F mit § # 0 gibt, so
dass o = (5% — 1) ist.

Sei |F| > 3, dann gibt es immer ein 3 € F* mit 32 # 1 und v = o(3* — 1)

291 () dhnlich bzw. ist konjugiert in SLy(F') zu einem Element aus Xjs.

2.3.7 Korrolar: Sei n > 2 oder |F'| > 3 fiir n = 2. Dann ist SL,,(F) = [SL,,(F), SL,(F)].

2.3.8 Lemma: Sei n < 2 SL,(F) operiert auf der {Fv|0 # v € F"} durch g(Fv) := F(gv)
(Kern ist das Zentrum).
Diese Operation ist 2-fach transitiv.
Beweis: Seien ¢y, ca,dy,de € F™\ {0} und ¢y, ¢y bzw. dy,dy linear unabhéngig, d.h. Fe; #
Feo, Fdy # Fds.
Ergéinze ci,cy bzw. dy, da zu Basen C = (c1,¢9,...,Cn) und D= (dy,ds,...,d,) von F™. Sei
C'=miq(§, C) = my(&€) mit f(e;) = ¢
D =miq(§, D) = my(&, §) mit g(e;) = d;

e O

Dann sind C;, D € GL,(F). Sei ¢ = det D/det C = det(DC '), A = (O 1 > ,det A =
n—1

¢, B=DA'C™! soist Be; = e 'dy, Be; = d; fiir i > 2 x

BFc¢; = FBe; = Fd, fiir alle i. Klar: det B =1, d.h. B € SL,(F) 0.

Missing: 27.11.2009
|G| =p'm,p )( m, |G|p = |G|P’ =m

Syl,(G) =1 mod p Beweis: X = {A C G | |A| = |G|, = p*} G-Menge

Bemerkung: P € Syl (G) = P € X
Ae X sogibteseinge G:g-A>1
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m

p*-
|X| = ( pa ) = ZOEG—Bahnen von X|O|

Sei A € X,;A € O = Orbit von Xso, dass 1 € A. Sei P = Stabg(A4) < G. Dann ist
PCP-A=A= |P|<|Al=p"

1.3.7= 10| =|G: P|.
Angenommen p teilt nicht |G : P|, so ist |G|, Teiler von |P|. Also ist |G|, = |P| = p® und
P € Syl (G) und |O] = m.

Sei umgekehrt P € Syl (G). Dann ist die G-Menge G/P = Ug; P mit |g;P| = |P| = p*, d.h.
G/P ist ein Orbit O in X: |O|=|G: P|=m

Klar: Stabg(1-P) =P
Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der G-Bahnen in X' :=
{Ae X |pt|G-Al}
Also ist X’ = Vereinigung aller Bahnen O von X mit p 1 |O)]
X\ X’ = Vereinigung aller Bahnen O von X mit p | |0] und daher p | | X\X'| = | X]| — | X'|
Also |X|=|X'| mod p

Sei r = |Syl,(G)| = Anzahl der p-Sylow Untergruppen von GG = [{Bahnen O von X mit O C X'}|.
pm

p[l
p1m = r mod p ist nur von |G| und nicht von G selbst abhingig. Das heifit je zwei Grup-
pen G und H mit |G| = |H| haben mod p dieselbe Anzahl von p-Sylowgruppen.

Sei G = Cpo, dann ist r =1 mod p, also ist [Syl,(G)| =1 mod p fiir alle G mit G = p*m.
Insbesondere ist r # 0, d.h. G besitzt mindestens eine p-Sylow Untergruppe.

Dies zeigt 1) und 4).

Es gilt dann: - m = | X'| =, | X| =,

Sei nun P € Syl,(G), G Gruppe der Ordnung p*m, p® = |G|,, Q@ < G p-Gruppe.
Y ={gPg™'| g € G}. Q operiert auf Y durch Konjugation:
“(yPy™") = xyP(zy) t €Y fiirx € X,

Sei O ein Q-Orbit von Y, P, € O. Dann ist |O| = |Q : Stabg(P;)| = Potenz von p (mogli-
cherweise p°).

Aber |Y| = |G : Ng(P)| Teiler von m (1.3.15) = p ¢t |Y|.Also muss es eine )-Bahn O in
Y geben mit p { |O] = 3Q-Bahn O in Y mit |O] = p° = 1 = O = {P,}. Dann ist also
rPiz~! = PV € Q. Daher ist QP; = P,Q und mit (1.1.4) ist QP < G

Klar ist: | Pi| < |QPi|. Nach 1.3.12 ist |QPi| = [ = |P1[|Q : @ N Py|. Also ist QP eine
p-Untergruppe von G.

Also ist wegen |P;| < |QP;| die Ordnung |@ - Pi| von QP; gleich P, = p® und daher
QNP =|Q|= Q C P, €Syl (G). Dies zeigt 3).

Seien Q, P € Syl,(G) = (nach vorigem Schritt) 3g € G : Q < gPg~'. Wegen |Q| = |P| = p*
ist Q = gPg~!. O]

2. Beweis fiir Existenz von p-Sylowuntergruppen:
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Induktion iiber |G|

|G| =1 trivial

p1 |G| trivial

|G| = p®m mit p f m > 1, und sei die Behauptung beweisen fiir alle Gruppen |H| mit
|H| < |G].

Besitzt G eie echte Untergruppe H mit p 1 [G : H], so ist jede p-Sylowgruppe von H eine
p-Sylowgruppe von G und wir sind fertig.

Ohne Einschrankung gelte H < G = p | [G : H]

Klassengleichung 1.3.13:

l
|G| =1Z(G)|+ >][G : Cs(g:)] mit {g1,...,9} Reprisentanten von Konjugationsklassen von

G der Grofie > 1.

Fir 1 <i <[list Cs(g;) < G und daher p | [G: Cs(g:)]

Also teilt p | Z(G) = abelsche Gruppe. Also ist |Z(G)| > 1.

= @ besitzt eine normale Untergruppe N (< Z(G)) der Ordnung p. |G/N| = p*~'m <
p*m = 3P € Syl (G/N)

Sei P = volles Urbild von Pin G = N < P,P/IN =P = |P|=p"= P ¢ Syl (G).

Korrolar: Sei |G| = p*m,p* = |G|,. Dann gibt es fiir 1 < b < a eine Untergruppe H von
G mit |H| = p® (Weil P € Syl,(G) eine p-Gruppe, daher nilpotent und damit auflésbar ist.
Wir kénnen H < P wihlen!).

3.1.3 Korrolar: |Syl,(G)] ist Teiler von |G|, = % (|G| = p*m,ptm)
Beweis: G operiert auf Syl,(G) per Konjugation transitiv. Also ist P € Syl (G), so ist

ISyl,(G)| = [G : Stabg(P)]. Wegen P < Ng(P) < G ist daher |Syl (G)| Teiler von m.

3.1.4 Korrolar: (Cauchy’s Theorem) G hat ein Element der Ordnung p (p | |G|)

3.1.5 Satz: Sei N 4 G(N # (), und sei P € Syl (G). Dann ist PN/N € Syl (G/N) und
PN N e Syl(N).

Beweis: [G/N : PN/N] = [G : PN] wegen 3. Isosatz. PN/N = P/(PUN) = PN/N ist
Gruppe.

p1|G: P]=|G|y = |G : PN] ist Teiler von m, wird nicht von p geteilt.

= PN/N € Syl,(G/N).

Nach 1.3.12 ist [PN : P] = “l?il]'\‘,]'ﬁ?' = ‘A]:kl = (nach oben) PN N ist p-Untergruppe von N
mit [N : PN N] wird nicht von p geteilt. Also ist PN N € Syl (N). O

Vorsicht: H < G % H N P € Syl,(H) fiir P € Syl (G)

3.1.6 Satz: Sei H < G, P € Syl,(G). Dann gibt es g € G so, dass gPg~' N H € Syl(H) ist.
Beweis: Sei Q € Syl,(H) = 3P' € Syl,(G) mit Q € P = 3g € G mit P'=gPg ' NH 2 Q
Klar: Q = P'N H (warum?)

Anwendungen:
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3.1.7 Satz (,,pg-Theorem®): Seien p,q Primzahlen mit p > ¢. Sei G Gruppe mit |G| = p - q.
Dann ist G abelsch (und daher = C,., = C, x C},) oder p =1 mod g¢. Ist dies so, dann gibt
es bis auf [somorphie genau eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung p - g.

Beweis: Sei P € Syl,(G),Q € Syl (G) = |P| =p,|Q| =q¢= P = C, ANQ = C,. Wir haben
PNQ = (1), und daher ist G = P - @Q (1.3.12). Mit 3.1.3 folgt [Syl (G)| | [G : P] und mit
3.1.4 |SylL(G)] =1 mod p

= [Syl,(G)|=1=[G: N¢(P)] = Ng(P)=G= PG (p>q=q%1 mod p).

Ist p21 mod ¢ = (analog) @ <G =G =P xQ

Sei also p 2 1 mod ¢q. Sei G nicht abelsch, ¢ : Q@ — Aut(P) : x — ¢;,¢, : P — Py —
ryxr L.
kerp £ (1) = kerp = Q = pQ = (1) < Pund ¢, = idp = G = P x @, G abelsch.
Widerspruch!

Also ist ker p = (1), d.h. ¢ ist injektiv. Sei P =< g >. Leicht: Sei 1 <i < p— 1, so induziert
g — g" einen Automorphismus o; von P = C, =< g >, und Aut(P) = {o]1 <i <p— 1} ist
zyklisch der Ordnung p — 1.

Nun ist ¢ | p— 1, also hat C,_; = Aut(C,) eine eindeutige Untergruppe der Ordnung q, und
diese ist isomorph zu C; = Q.

Also: Unter ¢ wird @ auf die eindeutig bestimmte Untergruppe der Ordnung ¢ von Aut(P)
abgebildet.

Beachte: Ist ¢ : @ — Aut(P) ein Monomorphismus, so ist im¢ = im, es gibt aber viele
Monomorphismen von @ — Aut(P).

Fiir jeden solchen Monomorphismus v haben wir eine Gruppe P X Q.

Der néchste Satz zeigt: Alle diesen semidirekten Produkte sind isomorph. Also gibt es in
diesem Fall (p = 1 mod ¢) genau eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p - . O]

3.1.8 Satz: Sei H zyklische Gruppe, N Gruppe. Seien ¢,1») Monomorphismen von H —
Aut(N) mit im¢ = im+. Dann ist N x, H = N x, H.

Beweis: Sei H =< z >. Wegen ¢p(H) = ¢(H) ist < p(z) >=< ¢(z) >< Aut(N). Es gibt
also a,b € Z mit o(z)* = ¥ (z) und ¥(2)’ = ¢(z). Fiir s € Z ist dann o((2°)?) = p(x)* =
P(x)® = (z*), d.h. (h?) = (h)Vh € H, analog 1 (h®) = ¢(h)Vh € H.

Definiere 7 : N Xy, H = N X, H durch 7(n-h) =n-h* und A : N x, H — N x, H durch
An-h)=mn-h

T(nihinghs) = 7(n1t(hy)(n2)hihe) = nib(ha)(n2)(haha)® = nip(h)(n2)hihy = nihinghy =
T(nlhl)T(n2h2>

= 7 (und analog \) ist Gruppenhomomorphismus.

Nun ist 7 : nh — 7(n - h®) = n - h*, aber o(z) = Y(x)” = (o(z%))® = (z®) und ¢ ist
injektiv. Also ist z = 2°° und daher h = h**Vh € H, also ist TA = idysu, b, AT = idnw, o
Also sind 7, A Isomorphismen und N x, H = N x,, H, .

27



IIT Die spezielle und projektive lineare Gruppen

Erinnerung: Aj ist einfach A5 < o3, 05| = 5! =120 = A5 =60 =3 -5 - 22,

3.1.9 Satz: Sei G einfach, |G| = 60. Dann ist G = A;.

Beweis: Sei n € Nund H < G mit [G : H| = n. Sei p: G — o, die Darstellung, die zu der
G-Menge G/H gehort. = p ist injektiv. Insbesondere ist |G| = 60 < n! = n > 5.

Beh: G besitzt eine Untergruppe von H mit [G : H] = 5.

Angenommen, G besitzt keine solche Untergruppe: [Syly(G)| # 1 teilt 3 -5 = 15, sonst wire
G nicht einfach. Sei P € Syl,(G). Betrachte Moglichkeiten fiir [Syl,(G)|:

3: [G : Ng(P)] = 3 < 5 Widerspruch!

5: [G : Ng(P)] =5 Widerspruch zur Annahme

Also ist [G : Ng(P)] = 15 Seien S, S5 € Syly(G),S1 # Ss. Sei 1 £t € S; NSy Vy = Cy X
Cy, Cy sind die einzigen Gruppen der Ordnung 4. = S} und Sy sind abelsch = |Cg(t)] > 4
und 4 | |Cg(t)],da S; < Cq(t). =[G : Ce(t)] € {1,3,5} = [C:Cs(t)| =1=te€ Z(G) I G
Widerspruch zur Einfachheit von G.

Also hat G : 15(4 — 1) = 45 der Ordnung 2 oder 4. Da G einfach ist, gilt fir P € Syl;(G) :
1 #[G: Ng(P)] | 4-3und [G : Ng(P)] = 1 mod 5, also nicht {1,2,3,4,12} - also hat
G genau 6 5-Sylowgruppen, und daher 6(5 — 1) = 24 Elemente der Ordnung 5. Also ist
|G| < 45 + 24 > 60 Widerspruch. Also hat G eine Untergruppe H mit [G : H| = 5.

Sei wieder ¢ : G — o5 die Darstellung auf G/H. Diese ist injektiv, so ist G ohne Einschrén-
kung Untergruppe von o5 vom Index 2, da die |G| = 60 = % = % Also ist G < o5.
Angenommen G # As = |G - As| > 60 = G - A5 = 05.

Nach 1.3.12: |G N A5 = GlAsl — 30, Also ist G'N As Untergruppe von G vom Index 2 -

GA;
Widerspruch. Also G = As.

3.1.10 Korrolar: PSLy(4) = PSLy(5) = As, da PSLy(4) und PSLy(5) einfach mit Ordnung
60.

Bemerkung: Man kann zeigen: Alle anderen Gruppen PSL,(¢) sind paarweise verschieden

(7).
Relativ leichte Ubung: Ist G einfach und |G| < 60 so folgt G = Cg,

3.1.11 Satz ,Frattini Argument: Sei G endliche Gruppe, N < G und P € Syl (N), p
Primzahl. Dann ist G = Ng(P) - N.

Beweis: Sei g € G. Wegen gNg~' = N QG ist gPg—1 C N = gPg~' € Syl,)N). Also gibt
esn €N :n(gPg )n™' = P =ngP(ng)™' = ng € Ng(P) = g € n"'Ng(P) C NNg(P) =
Ne(P)N. O
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1 Satz von Jordan-Holder

Sei im folgenden G' eine beliebige Gruppe.

4.1.1 Definition: Sei € eine Menge, dann heit G Gruppe mit Operatorenbereich Q (kurz
Q-Gruppe), falls es eine externe binéire Verkniipfung Q x G — G : (a, g) — ag € G gibt mit

(}(9192) = (ag1)(@g2)Vg1, 92 € G, € Q.
Aquivalente Formulierung: Es gibt eine Abbildung von 2 — {0 : G — G | ¢ ist Gruppenhom.}.

Eine Untergruppe H der 2-Gruppe G heifit zulédssig (Q2-Untergruppe, H <q G), falls ah €
HYh € H,a € Q, und sie heifit zulissiger Normalteiler (Q2-Normalteiler, H <g G), wenn H
zusétzlich Normalteiler von G ist.

Klar: Homomorphismen von Q-Gruppen: F' : G — X Gruppenhomomorphismus mit f(ag) =
af(g), G, X Q-Gruppen, g € G,a € )

Es gelten Isosétze, Kerne von (2-Homomorphismen sind 2-Normalteiler, Bilder sind €2-
Untergruppen.

Eine 2-Gruppe heifit einfach, falls sie keine nichttrivialen {2-Normalteiler hat.

4.1.2 Beispiele: G : Q-Gruppe

i) © = (): zuldssigen Untergruppen = Untergruppe von G, zulédssigen Normalteiler = Nor-
malteiler von G.

ii) Q = Inn(G) (2 = G operiert durch Konjugation auf G): zuldssigen Untergruppen =
zulédssigen Normalteiler = Normalteiler von G.

iii) © = Aut(G): zuldssigen Untergruppen = char. Untergruppen von G.

iv) G = (R,+) = add. Gruppe eines Rings R mit 1 (alle Untergruppen sind Normalteiler)
) = R operiert auf G' per Multiplikation von links (rechts). Die Q-Untergruppen von
(R,+) sind genau die Linksideale (Rechtsideale) von R. Links-Rechts-Operation: € x
GxQ—G:(a,g,0)— agf mit (ag)s = algp).

Fiir (R,+) mit Q = R sind dann die zuldssigen Untergruppen die Ideale von R.
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v) M = G = additive abelsche Gruppe mit R-Modul, R = Ring > 1, M ist eine R-Gruppe
unter Linksmultiplikation mit Elementen von R.
Die zuléssigen R-Untergruppen = zuléssige R-Normalteiler = Untermoduln (analog fiir
Rechtsmoduln).

Jetzt sei (2 eine Menge und G eine 2-Gruppe.
Definition: Eine endliche Folge G = Gy >q G1 >q G2 >q ... >q G, = (1) von Q-

Untergruppen heifit Kompositionsreihe von G, falls G;.; Jg G; und G;/G,4 ist einfache
Q-Gruppe.

Beispiel: o5 > A; > (1) ist eine Kompositionsreihe mit ,, Kompositionsfaktoren“ o5/As =
CQ, A5 — A5/(1)

Definition: N ist maximale normale Q2-Untergruppe von G, falls G # N <g G und kein
Q-Normalteiler von G echt zwischen N und G existiert = G//N einfache Q-Gruppe.

Beachte: Fiir 2-Gruppen gelten die 3 Isomorphiesétze, und daher der Korrespondenzsatz
1.1.11.

4.1.3 Satz: Endliche Gruppen (2 = (}) besitzen Kompositionsreihen. Beweis klar.

4.1.4 Korrolar: Sei G endliche Gruppe (€2 = (), und sei N < G. Dann besitzt G eine Kom-
positionsreihe ,durch“ N, d.h. N kommt als eine der Untergruppen G; vor.

Beweis: Sei N = Ny > N; > Ny > ... > N, = (1) Kompositionsreihe von N und
G/N = Hy > H, > ... > H, = (1) Kompositionsreihe von G/N, G; = volles Urbild
von H; in G/N, also G; = {g € G | gN € H;}.

1111 =G=Gy >G> ...>G,_1 >N =Ny > ... > N, = (1) Kompositionsreihe von GG
durch N.

4.1.5 Lemma: Sei G beliebige (2-Gruppe mit einer Kompositionsreihe. Sei N <o G, dann
besitzt N ebenfalls eine Kompositionsreihe.

Beweis: Sei G = Gy > G > ... > G, = (1) Kompositionsreihe von G. Sei N; = N N G;.
Dannist N =Ny > N; >...> N, = (1)

Dann ist Ni+1 = Gi+1 NN ﬁ Nl = Gz N N und Ni/Ni+1 = (N N GJ/(N N Gz’+1) = (N N
G))/(NNG)N(Gig1)) = (2. Tsosatz) (NNG;)Git1)/Giv1 < Gi/Gi1 (Korrespondenzsatz)
Also ist, da G;/G,y1 einfach ist, entweder N;/N; 1 = (1) (d.h. N; = N;y1), oder N;/N; 1 =
G;/G ;4 einfach.

So erhalten wir eine Kompositionsreihe von N durch Streichung der Wiederholungen in

Definition: Eine Kette G = Gy > G; > ... > G, = (1) heifit Q-Subnormalkette, falls
Gir1 <g G ist, und 2-Normalkette, falls G; < G ist.
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Seien G = Gy > Gy > ... > G, = (1) und G = Hy > H > ... > H, = (1) zwei
Subnormalketten derselben Lénge r. Dann heiflen diese dquivalent, fall es ein p € o, gibt
mit Gifl/Gi = Hp(i)—l/Hp(i) firl1 <i<r.

Klar: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Subnormalketten der Linge r von

G.

4.1.6 Satz (Jordan-Holder): Sei G eine 2-Gruppe und besitze G eine Kompositionsreihe.
Dann haben je zwei Kompositionsreihen von G dieselbe Lénge und sind dquivalent.
Konsequenz: In einer Kompositionsreihe einer -Gruppe (= einfache Q-Gruppen), sind
die vorkommenden einfachen Kompositionsfaktoren mit ihren Multiplizitdten eindeutig be-
stimmt (aber nicht die Reihenfolge).

Beweis: Seien G = Gy > G; > ... > G, = (1) und G = Hy > H; > ... > Hy, = (1) zwei
Kompositionsreihen von G.

Induktion iiber 7:

r=0: G = (1) trivial.

r = 1: G > (1) ist Kompositionsreihe = G ist einfach = s = s, H; = (1).

Sei r > 1 und die Behauptung bewiesen fiir alle 2-Gruppen mit einer Kompositionsreihe der
Linge < r.

Ist G; = Hy, so hat G; = H; die Kompositionsreihe G; > Go > ... > G, = (1) der Lénge
r—1und Hy > Hy > ... > H; = (1), die nach Induktionsvoraussetzung dquivalent sind und
r—1=s—1,alsor =sund mit G,Gy = H/H, fertig.

Sei also G1 # Hy. Wegen G; < Gy = G, H; < Hy =G ist G; < G1Hy; 9 G. Da G/G; einfach
ist, ist also G1H; = G.

Sei K = Gy N Hy, dann ist G/Gy; = Hy/K und G/H; = G4 /K.

Also sind G1/K und H,/K einfache Q2-Gruppen.

Beachte K < G, also besitzt K eine Kompositionsreihe K = Ky > K7 > ... > K; = (1).

G > Ky > Ky > ... > K; = (1) ist Kompositionsreihe von G der Léinge ¢ + 1, die nach
Induktionsvoraussetzung dquivalent zu G; > G5 > ... > G, ist, und t + 1 = r — 1, analog
t+1=s—1,alsor=s.

Wegen G/G; = Hy/K und G/H, = G;/K sind die urspriinglichen Kompositionsreihen
dquivalent.

4.1.7 Beispiele:

i) Q = (), Kompositionsreihen sind Subnormalketten G = Gy > G; > ... > G, = (1) mit
Gir1 < G; und G; /Gy einfache Gruppe.

ii) M ist R-Module, R = K-Algebra, dimg (M) < co = M hat Kompositionsreihe.

iii) G ist Q-Gruppe mit Q = Inn(G),G = Gy > ... > G, = (1) mit G; < G und G;/G; 11
einfache Gruppe (,Normalreihe“, Hauptreihe mit Hauptfaktoren G;/G;41)

iv) R=Ring > 1,G = (R, +),Q = R operiert durch Linksmultiplikation. Kompositionsrei-
he: R= Ry > ... > R, = (0), R; Linksideale von R;, R;/R;,1 einfacher R-Modul.
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IV Normalteilerstruktur

v) R = Ring 5 1, M = abelsche Gruppe, R-Linksmodul. M = My > ... > M, = (0) mit
M; /M, irreduzibler R-Modul.

Beachte: Ist G = Gy > Gy > ... > G, eine Hauptreihe fiir G, so ist G;/G;41 minimaler
Normalteiler von G /G, (Korrespondenzsatz)

4.1.8 Satz: Ein minimaler Normalteiler einer endlichen Gruppe G ist direktes Produkt von
Kopien einer einzigen einfachen Gruppe.

Beweisidee: Sei (1) # N < G, N # G minimaler Normalteiler von G. Ist N einfachh, so sind
wir fertig.

Sei N nicht einfach und sei (1) # N; maximaler echter Normalteilervon N. Seien Ny, ..., Ny
die verschiedenen G-konjugierten von N; (N; = ¢;Ng; ' fiir ein g; € G). Nun ist g;Nyg; * C
giNg;' =N = Ni,...,N, < N. Es gilt also N; I N

Man kann zeigen, dass alle N/N; isomorph und einfach und N = direktes Produkt eines
Teils der N/N;. (Details Ubung)

4.1.9 Satz: Endliche Gruppen besitzen eine Hauptreihe (Kompositionsreihe mit 2 = Inn(G)).
Jeder Hauptfaktor ist minimale normale Untergruppe einer Faktorgruppe von G und daher
direktes Produkt von Kopien einer einfachen Gruppe.

Beweis: Sei G endliche Gruppe. Induktion iiber |G|. |G| =1 trivial.

Ist (1) # G und G einfach, so ist G > (1) eine Hauptreihe.

Sei also G nicht einfach und N # (1) minimaler Normalteiler von G. Nach Induktion besitzt
G/N eine Hauptreihe G/N = Gy/N > G1/N > ... > G, /N = (1) mit G; = volles Urbild
von (G/N);inG=G=Gy>G;>...>G, =N > G,y = (1) ist Hauptreihe fir G. O

Ubung: Sei G Gruppe. Hat G eine Kompositionsreihe (Q = 0), so auch eine Hauptreihe
(Q = Inn(G)).
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V Lineare Darstellung

1 Grundlagen

a) Gruppenalgebren

Alle Ringe haben Einselement 1 = 1g, aber sind nicht notwendigerweise kommutativ.

Bekannt: Unterring, Rechts-/Linksideale (Reid, Liid), Ideale, Ringhomomorphismen, ker, im,
Faktorringe, Isosétze ...

K = Korper: Selbe Liste fiir K-Algebren.

Allgemein: A = kommutativer Ring > 1, Eine A-Algebra is ein Ring R mit Einselement zu-

sammen mit einem einserhaltenden Ringhomomorphsimus f von A — Z(R) = {r € R|rs = srVs € R},
Z(R) ist immer ein Unterring von R, 1 € Z(R), so dass gilt:

(Wir schreiben Ar statt f(A)r fir A € A.r € R)

Ar = rAVr € R (f nicht notwendigerweise injektiv)

Beachte: f: A/ ker f — Z(r) ist injektiv, d.h. R ist A-Algebra mit A = A/ker f

Beachte:

i) Jeder Ring ist Z-Algebra durch z — z - 1.

ii) Unterringe einer A-Algebra sind nicht notwendigerweise Uneralgebren, aber Rechtsidea-
le und Linksideale sind es. Nicht jeder Ringhomomorphsimus zwischen A-Algebren ist
Algebra Homomorphismus (auch A-linear).

Beispiele:

i) K™ Endg(V),V = K-Vektorraum

ii) Auf R = C? definieren wir eine Multiplikation durch («a, 3)(v,d) = (ay + 89, ad + (37)
Ubung: R ist 2-dimensionale kommutative C-Algebra. C-Basis: {e := (1,0),a := (0,1)}
e-e=(1,0)(1,0)=(1,0) =e,a-e=e-a=(0,1) =a,a-a=(1,0)=e¢
({6,(1} ) =0
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V' Lineare Darstellung

5.1.1 Definition: A = kommutativer Ring 5 1, A = A-Algebra, so dass gilt:

i) Als A-Modul ist A frei mit einer Basis B so dass gilt:
ii) (B,:) = G = Gruppe
iii) Dann heifit A Gruppenalgebra iiber A der Gruppe G und wird mit AG bezeichnet.

Fragen:

i) G Gruppe, A = kommutativer Ring > 1
Gibt es eine Gruppenalgebra AG?

ii) Gibt es genau eine Gruppenalgebra AG Ja (trivial)

iii) Bestimmt die Gruppenalgebra die Gruppe G, d.h. ist AG = AH = G = H? Nein!
|G| < c0. Klar |G| = |H]|.
A = C: Viele Gegenbeispiele: CDg = CQs, . ..
A =7 (Highman, ~ 1930) Vermutung: ZG = ZH = G = H? Nein, Gegenbeispiel:
|G| = |H| =2%1-97*8 (?) (Hertweck)
Es gibt kleinere! (aber nicht sehr viel kleinere)

5.1.3 Konstruktion von AG: Die Gruppenalgebra AG ist als A-Modul der freie A-Modul {iber
der Menge GG, d.h. AG = {dec Qg9 | oy € A, fast alle o, = O}

(D Agg) + (2 1g9) = 22(V 4 1g)g
B Agg) = Z(ﬁkg)g
(2= agg) (D2 Brh) = Zg,h agfBn(g - h) = Zz(Zgh:x gy )x = Zx(zg g Bg-12)T

5.1.4 Satz: Seien A, G, AG wie oben beschrieben. Dann AG assoziative A-Algebra mit Eins-
element 1y = > oyg mit oy, = 1 fiir ¢ = 1 und sonst 0. (oy = 1¢). Durch g :— >, aph
mit ap = 1 fiir h = g und 0 sonst wird G in AG eingebttet und bildet eine A-Basis von AG.
Beweis: Trivial.

Andere Notation: ) ayg — Abbildung G — K : g — «a, € A mit o, = 0 fiir fast alle g.
AG = {f inAY | f(g) = 0 fiir fast alle g € G}
v,y € AG C A9 : Fiir g € G ist (v +y)(9) = x(9) +y(g), \z)(g) = Az(g), (xy)(9) =

> (h)y(h~tg) ,Faltung
Erinnerung: A = A-Algebra, M = A-Linksmodul, d.h. (M,+) ist abelsche Gruppe mit

bindrer Operation von Ax M — M : (a,m) — am mit 1 am = m, (ab)m = a(bm),a(m+n) =
am + an, (a + b)m = am + bmVa,b € A,m,n € M

Amod — Klasse der A-Linksmoduln, ™A = Klasse der Rechtsmoduln.
Definition: G = Grupoe, K = Korper. Eine (lineare)-Darstellung von G vom Grad n ist ein

Homomorphismus p : G — GL, (K) lineare Darstellung von G iiber dem K-Vektorraum V'
ist ein Homomorphismus ¢ : G — Autg(V).
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V' Lineare Darstellung

Klar:

G —% Autg(V) GL,(K) n = dimy(K)

]/ :l/ Wahl der Basis l

KG —> Endg(V - Myn (K
—> Endi( )Wahl der Basis ()

Fiir eine K-Algebra A ist eine Darstellung von A iiber dem K-Vektorraum V ein K-Algebra-
Homomorphismus A — Endg (V) = M, (K)(dimg V = n)

Sei p: KG — Endg (V) Darstellung. Dann wird V' zum KG-Modul durch x-m = (p(z))(m)
firye KGund m € V.

Umgekehrt: Ist V' ein A-Modul, so wird durch p : A — Endg (V) : a — Ay, \o(v) = av fiir
a € A,v € V eine Darstellung von A iiber V' definiert.

So: Konzept der Darestellungen von A ist dquivalent zum Konzept der A-Moduln. (Vgl.
Permutationsdarstellungen).

Homomorphismen von A-Moduln: Klar.

Homomorphismen von Darstellungen: Seien p : A — Endg(V), 9 : A — Endg (W) Darstel-
lungen von A. Ein Homomorphismus von p nach 1 ist ein K-lineare Abbildung f: V — W,
sodassVa € A: fop(a) =1v(a)o f

#W

v
p(a)i ¥(a)
1%

#W

Beachte: W = V mit f € Autg (V) Homomorphismus von p nach ¥ < ¢(a) = f o p(a) o
fWaec A

dimg (V) =n,p: A — Mnxn(K>,IZ : A — M,«n(K) zugehorige Matrixdarstellungen nach
Wahl einer Basis B, so kann man f als Basiswechsel interpretieren: m;q(C, B) = ms(B, B)
fiir Basis C von V.

m;(C,C) = mia(C, Bym;(B, B)mia(B,C) (Details: Ubung)

Definition: Seien A, B A-Algebren mit 1 und sei M ein A-Linksmodul und ein B-Rechtsmodul.
M heifit A-B-Bimodul falls gilt:

Vae A, € B,me M: (am)p=a(mp)

(M A-Linksmodul und B-Linksmodul: a(fm) = B(am))

Beachte: Fiir die zugehorigen Darstellungen bedeutet das: A, : M — M : m — am,ps :
M — M :mw— mg

(Abbildung p : B — End, (M) ist Antihomomorphismus, d.h. psp, = p,g fiir v, 5 € B)
Bedingung < A\,pg = psAVa € A, € B

d.h. A\, und pg zentralisieren einander in Endy (M) (VA € A,m € m : Am = mA)
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V' Lineare Darstellung

5.1.3 Beispiel: M € A™? = {Links-A-Moduln}. Sei £ = End4(M). E operiert auf M von
rechts.

E ={b€ Endy(M) | (am)b = a(mb)Va € A,m € M}

Dann ist £ A-Algebra und M ein A-FE-Bimodul.

Beweis: A = A-Algebra = M ist A-Modul durch Einschrinken, Am = (Al4)m. Durch
Am = mA wird M ein A-Rechtsmodul, da A kommutativ ist.

Ein A-Endomorphismus ist dann auch ein A-Endomorphismus, d.h. £ = Ends(M) C
Ends (M).

( Beachte: {Z-Moduln} = {Z-Bimoduln} = {abelsche Gruppen} )

Firbe F,m € M und X € A sei A\b € Ends(M) definiert durch m(Ab) = A(mb) = (mb)\ =
m(bA). So ist E eine A-Algebra. Rest klar.

Bemerkung: A und B seien A-Algebren, M ein A-Links- und B-Rechtsmodul. A : A —
Endy(M) :a v Ay, p: B — Endpy (M) : b— py, pp(m) = mb

p Antihomomorphismus, A Homomorphismus von A-Algebra

B=imp C Endy(M) D A =im)\

(R Ring, R°’? = Ring auf Menge R mit Multiplikation * gegeben durch r * s = srVr, s € R)
Dann ist M ein A-B-Bimodul < B C End4(M) C Enda(M) < A C Endg(M) C Ends (M)

Man sagt: M erfiillt Schur-Wyl-Dualitdt oder ist balanced oder erfiillt Bizentralisatoren
Eigenschaft, falls gilt: B = Enda(M), A = Endg(M).

~ Ausrechnen von Endy(M) : A = K Koérper, M € A™? dimgy M = n < oco,p: A —
M, (K) zugehorige Matrixdarstellung.

Go:pla)X = Xp(a), X € M,x, K. Un E auszurechnen geniigt es die Gleichunssysteme G,
fiir a € A simultan zu 16sen.

Angenommen, aq,...,a, € A so, dass A die kleinste Unteralgebra von A ist, die aq,...,as
enthélt, d.h. {ay, ..., a;} erzeugt die K-Algebra A, dann geniigt es p(a;) X = Xp(a;) simultan
zu 16sen ~~ miithsamer Weg um E auszurechnen.

b) Tensorprodukte

A, B, C seien A-Algebren, A kommutativer Ring 5 1. ymodp := { A-B-Bimoduln}

Definition: Sei M € ymodg, N € gmode. Eine Abbildung f: M x N — U € ,mod¢ heifit
A-C-bilinear und B-balanced, falls gilt Va € A,b € B,c € C,m,my,ms € M,n,ny,ny € N:
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i) f ist bilinear, d.h. f(my 4+ mgo,n) = f(my,n) + f(ma,n), f(m,ny + ny) = f(m,ny) +
m?”?)

am,n) = af(m,n)

f(m,n)e

m,nc) =
mb,n) = f(m,bn)

f
i) f
iii) f

iv)

Ein Tensorprodukt M ®p N € ,mod¢ iiber B ist ein A-C-Bimodul zusammen mit einer
A-C-bilinearen, B-balanced Abbildung n: M x N — M ®p N so, dass folgende universelle
Eigenschaft gilt:

(
(
(
it

MxN-Ls Mo N

S

U e ,mode
mit fon = f

A = freie abelsche Gruppe iiber

M x N = {Zl<m1,n2) +22(m2,n2) + ... —i—zk(mk,nk) | m; € M,n; € Nk € N,z € Z}

I = {(my 4+ ma,n) — (mq,n) — (ma,n), (m,ny +nz) — (m,ny) — (m,ny), (mb,n) — (m,bn)}
(b€ B,m,my,ms € M,n,ny,ny € N)

A ist A-Linksmodul durch a(}’ z;(m;, n;)) = (3 zi(am;, n;)), C-Rechtsmodul analog.
cA € ymodg, I ist A-C-invariant =< I > ist A-C-Unterbimodul.
M®pN=A/<I>€ y,modg

n:MxN—MegN:(m,n)— (mn)+ < I >=m®mn (einfacher Tensor)

Klar: {m®n |m € M,n € N} erzeugt M ®p N, d.h.

M@BN: {Zleml@)nl ‘ m; € M,TLZ' € N,k‘ S N}

Bemerkung: M € ymodg C modg, N € gmod. )

Bilde M ®g N mit M nur als B;Rechtsmodul. X =M ®p N mit M als A-B-Bimodul.
Dann ist X € gmod und X = X als A-Linksmodul.

Fiir a € A definiere eine Abbildung f, : M x N — M x N : (m,n) — (am,n)
A-Z-bilinear, B-balanced (wegen (am)b = a(mb), da M A-B-Bimodul).

Mx N-L

<

®p N

| §

Ja

iLLJ

®p N
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mit f, (Y m; @ ny) = 3 am; @ n;
5.2.1 Fakten:

i) M€ pmod,A € ymodyg = AR M =M
Beweis: f(a,m) =am

AXM&A@AM
Xfi
M

f(Zai@)mi):ZaimiEM,f_l:M—>A®AM:ml—>1A®m€A®M

ii) Tensorprodukte vertauschen mit direkten Summen: (B;c;) @4 N = Pie;(M; @ N)
M = @A, Ay =4 AN € q4mod
M Xy N = (@ZejAZ> X N = @ZEI(AZ X N) =N= @ielNi mit Nz =~ N als A-Modul.

iii) (aM ®pN) ®c Lp = aM ®p(N ®¢ L)p Assoziativitdt, N € gmode

Beispiel: X :=7Z/27Z ®47/3Z = (0)

1=2.2-3

a®beX a®b=1la®@b=(4-3)(a®b) =4(a®b) —3(a®b) = (4a) @b — a ® (3b) =
0®b—-—a®0=0

5.2.2 Wichtiges Beispiel: K Koérper, G Gruppe, H < G. M € gpmod
Beachte: KG € gemodgpy

So: KGRy M € gemod

Wir schreiben: Ind$; M = der von H nach G induzierte Modul.

Seien M, N € ggmod, f : M — N K H-linear. Dann ist iddgqa ®f : KGRgyg M — KG®kg
N KG-linear.

5.2.3 Lemma: Seien M1, M —2 € pmodg, R, S, T A-Algebren, N1, Ny € gmodr, f : M7 — M,
R-S-linear, g : Ny — N, S-T-linear.

Dann wird durch f ® g : My ®¢ N; — My ®@g Na : m @ n — f(m) ® g(n) eine R-T-lineare
Abbildung definiert.

Beweis: Wir definieren Abbildung f x g : My x Ny — My ®g Ny : (m,n) — f(m) ® g(n).
Leicht: f x g ist R-T-linear und S-balanced. ((f x g)(rm,n) = f(r ) ® (g(n) =r(f(m)®
g(n)), (f x g)(ms,n) = f(ms) @ g(n) = f(m)s @ g(n) = f(m) @ sg(n) = f(m) @ g(sn) =

(f x g)(m, sn))
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MIXNln%Ml@Nl

\ iﬂ!f/x\g:fébg
Ixg

My @ Ny
O]

Sei {g; | i € I} Vertretersystem der Linksnebenklassen von H in G, d.h. G = |J ¢;H. Sei

iel
geG,danmliel he H:g=g;-h.
Also ldsst sich jedes € KG eindeutig als Linearkombination x = >, g;y; mit y; € KH
(fast alle 0) schreiben. (z =37 o Ag- 9 =2 ic; 6D hem Aainh), Ay € K fast alle 0)

Also: KGgy = @iecrgiKH, (K H-Rechtsuntermoul von KGgp,9;KH = KH als KH-
Rechtsmodul)

KGky ist frei als K H-Modul, mit K H-Basis g;.

Nun ist g,H RrH M = gi RrH M

Wir haben gezeigt: Indk% M = KG @xug M = @icrgi @ M (mit g, @ M = M als K-

Vektorraum) = @|I| vielen Kopien vn K H als Vektorraum.
(9; ® M ist ein g; K Hg; '-Modul)

Allgemein: S C R Ringe, M € smod, pRgs € Rmodg,lndg2 = R®s M € gpmod
Im allgemeinen ist aber Rg nicht frei. Es kann durchaus passieren, dass R ®g M = (0).

5.2.4 Lemma: Sei A, B K-Algebren, K Korper. Dann wird A ® ¢ B zur K-Algebra vermoge
der folgenden Multiplikation:

(a1 ® by) - (a2 @ by) = (a1a2) @ (biby)

Problem: Ist diese Multiplikation wohldefiniert?

Beweis: Ubung

5.2.5 Korrolar: Seien M € ymod, N € gmod. Dann wird M ® g N ein A® g B-Modul durch:
(a®b)(m®n)=am® bn

5.2.6 Beobachtung: Sind G, H Gruppen, so ist K(G x H) 2 KG ®x KH

Beweis: LAAG = KG @k KHG hat Basis B={g®h|ge G,he H}

(91 ® h1)(g2 ® ha) = (g192) ® (hlhy)

= B ist Gruppenbasis von KG ®x KH,B = G x H als Gruppe O]

Ist X Grupe, f : X — G x H Gruppenhomomorphismus. So kann dieser zu einem K-
Algebrahomomorphismus f : KX — KG ®x KH fortgesetzt werden.

5.2.7 Definition: Sei G Gruppe, dann wird durch Ag = (g,9) € G x G ein injektiver Grup-
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penhomomorphismus A : G — G x G definiert. Es ist A A,9) = > A (9 ® g). Sind
M, N € gemod, so wird M @k N ein KG-Modul durch Einschrinken auf der KG @ KG-
Operation aus 5.2.5 auf M ®x M auf imA = G. So gilt: ¢ € G,m € M,n € N ist
g(m®n)=gm® gn.
Vorsicht: Sei v = > A\jg € KG,m € M,n € N:
z(m@n) = (3 Agg)(m®@mn) =3 Ag(gm @ gn)
zm@an = (D Aggm) @ O Ahn) = > AAn(gm @ hn)

geG,he H
Also ist i.A. x(m ®n) # zm ® zn

c) KG-Moduln Grundlagen

A = K-Algebra, K Korper, M € amod. Ist m € M, soist A-m = {a-m|a € A} ein
A-Untermodul.

Ist S C M, soist < S >=< 85 > A Modul= ZSGS As < M der von S erzeugte Untermodul
von M.

< 8 >= Npycprs<p U = kleinste Untermodul von M, der S enthélt. S C M heil Erzeugen-
densystem von M falls < S >= M.

M heiflt endlich erzeugt, falls M ein endliches Erzeugendensystem hat.

M heiflt zyklischer A-Modul, falls M = A - m fiir ein m € M.

5.3.1 Satz: Sei M € ymod. Dann ist M zyklisch < M ist epimorphes Bild von 44 € 4mod.
Beweis: ,=“ Sei M = Am zyklischer Modul. Definiere f : A — m : a +— a-m. f ist
A-linear: f(ba) = (ba)m = b(am) = bf(a), f(a+b) = (a+b)m = am + bm = f(a) + f(b).
Klar: Wegen M = Am ist f Epimorphismus von 44 auf M. M = 4A/ker fker f =
{a € A|am =0} = anna(m).

,<=*Sei f: 4A — M Epimorphismus, m = f(1). Sei x € M,a € A: f(a) =x

Dann ist x = f(a) = f(a-1) = af(1) = am. Also ist M = Am zyklischer Modul.

Beispiel: M € amod irreduzibel, 0 #m € M. (0) # Am < M = Am = M = M zyklisch.

5.3.2 Satz: Sei A endlich dimensionale K-Algebra und sei M € 4mod endlich erzeugt. Dann
ist dimyg M < oo und M besitzt eine Kompositionsreihe.

Beweis: M = Zle Am;,dm; € Mk e N

Am,; ist zyklischer Modul und daher epimorphes Bild von 4A. Wegen dimg( 4A4) < oo ist
dimg (Am;) < oo, und daher dimy M < Zle dimg (Am;) < oo.

Da jeder A-Untermodul von M insbesondere ein K-Untervektorraum von M ist, muss jede
echt absteigende Kette von A-Untermoduln von M terminieren. Also hat M eine Komposi-
tionsreihe und Jordan-Holder gilt. [

5.2.3 Korrolar: Sei A K-Algebra. Dann ist jeder einfache A-Modul zyklisch und daher epi-
morphes Bild vom regulédren A-Modul 4A. Ist insbesondere dimy A < o0, so sind alle irredu-
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ziblen A-Moduln endlich dimensional. Wegen dimg A < oo hat 4 A eine Kompositionsreihe
und daher kommen nur endlich viele Kompositionsfaktoren vor. Also gibt es nur endliche
viele nicht isomorphe irreduziblen A-Moduln.

Beweis: Sei M € smod irreduzibel, und sei M # (0). Sei 0 #m € M = M = A-m, da
0# Am < M und M irreduzibel. Also ist Am = M, d.h. M ist zyklisch. Rest folgt. O

Bemerkung: Es ist im Allgemeinen falsch, dass jeder irreduzible A-Modul als Untermodul
von 4A vorkommt! Fiir Gruppenalgebren KG, |G| < oo, stimmt dies aber!

Beispiele von K G-Moduln:

i)

ii)

iii)

iv)

koK G ist der regulire KG-Modul. Die zugehorige (Matrix-)Darstellung p : G —
Migjxje)(K):

B = G = Basis von ggKG geordnet

Sei g € G. Dann ist g- h € G fiir ein h € G. Man erhélt die Permutationsmatrix, die die
Linksmultiplikation von g auf G darstellt.

Allgemeiner: Sei ) endliche G-Menge, und sei p : G — 0q die zugehorige Permutations-

darstellung. Ordne 2 = {wy, ..., wi}.

p:G——=0, =W <GL,(K)

|

Modul: V' = (freie) K-Vektorraum mit Basis 2, 0o C Endg (V)
p: KG — Endg (V) : g — Permutationsmatrix. V € ggmod ,,Permutationsmodul”

Der triviale KG-Modul ist K mit G-Operation g- A = A\Vg € G, \ € K.

Das heifit G operiert ,trivial“ auf K. Die zugehorige Darstellung ist gegeben als Grup-
penhomomorphismus G — K* : g +— 1 bzw. p: KG — K : > A\jg — > Ay, fast alle
Ag = 0 (Epimorphismus).

Esist derkerp=<g—1|g € G >gea<d KG.

(Fir S € A = K-Algebra: < S >a= ;44 5c; ] = kleinstes Ideal von A, das S als
Teilmenge enthélt =) 4 AsA ) T

dimg (ker p) = |G| — 1

Das Ideal < g — 1| g € G >gea heifit Augmentationsideal von G und wird mit QKG
bezeichnet.

Sei H < G, yK triviale KH-Modul, G = |J ¢;H,{gi | i € I} Vertretersystem von H-
icl

Linksnebenklassen in G. )

G operiert auf G\H = {g; | i € I} durch Linkstranslation: Fir g € G,i € I gibt es

genauein j € [ und h € H : gg; = g;h

g - g; = g; ist Permutationsdarstellung.

Sei V' der K-Vektorraum mit Basis g;,7 € I. Dann wird V' zum K G-Modul nach ii).
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0: KGRgyg K =V : Ziel ;i @ 1 — Ziel «;9g;, d.h. Permutationsmodul von der
G-Menge G\H ist KG ®@xy K = Indi5( nK)

Umgekehrt: Ist € eine G-Menge und ohne Einschrankung transitiv (disjunkte Vereini-
gung von Orbits < direkte Summe der zugehorigen Permutationsmodule).

Sei 0 = (wyq,...,wy), H = Stabg(w;). Dan ist der Permutationsmodul nach ii) isomorph
21 KG @y K = Ind$(nK).

v) Sei V € gemod, V* = Homg (V, K). Dann wird V* zum KG-Modul durch f € V* g €

G.oeV:(gf)(v) = flg~'v).
D.h. fiir fast alle A, = 0: (3°M\gg)f)(v) =3 N f(g7 1) € K

5.2.4 Lemma: Sei A, B,C,D,... K-Algebren, 4Mp € smodg, 4Nc € smodgs. Dann wird
F :=Homyu( 4Mp, 4N¢) € pmode durch:
(bf)(m) := f(mb), (fc)(m) := f(m)c

Analog: Ist M € ymodp, N € cmodg = F := Hompg( 4Mp, cNp) € cmod, durch:
(cfa)(m) == c- f(am)

Beweis: bf ist wohldefinierte Abbildung von M — N. Zu zeigen: bf ist A-linear:
(bf)(m1+mz) = f((m1+m2)b) = f(mib+mab) = f(mib)+ f(mab) = (bf)(m1) + (bf)(m2)
(bf)(am) = f((am)b) = f(a(mb)) = a- f(mb) = a- (bf)(m)

Weiter ist z.Bsp: )
((b1b2) f)(m) = f(m(brib2)) = f((mb1)bz) = (baf)(mby) = (b1 (b2f))(m) usw. (Ubung)

Also ist Homy (M, N) ein Links-B-Modul, jetzt Rechts-C-Modul:  (fc)(my +ms) = f(mq +

ma)e = (f(ma) + F(ma))e = f(m)e + f(ma)e = (fe)ma) + (fe)(m)
(fe)(am) = flam)c = (a- f(m))c = a(f(m)c) = a(fc)(m)
(fcicz))(m) = f(m)(crc2) = (f(m)er)ea = (fer)(m)ez = ((fer)ez)(m) usw.

und: ((bf)c)(m) = ((bf)(m))c = (f(mb))c = (fc)(mb) = (b(fc))(m), damit ist Hom4 (M, N)

ein B-C-Bimodul. O

Beispiel: V € gmod = V* € mod, V* = Homg (4 Vi, Ki) € moda
fevsaeA:(fa)(v)= f(av)

5.2.5 Lemma: Sei A K-Algebra, ¢ : A — Antihomomorphismus von K-Algebren, d.h. ¢ ist
K-linear, t(ajaz) = t(ag)t(ay).

Sei V € amod. Dann wird V' € mod4 durch v.a = «(a)v

Beweis: v.(a; + az) = t(a; + az)v = t(a1)v + t(az)v = v.a; + v.ay und

v.(a1az) = t(ajaz)v = t(az)i(ar)v = t(as)(vay) = (vay).as usw. O

1

5.2.6 Lemma: Sei G Gruppe. Dan induziert g — ¢~ einen Antihomomorphismus von KG

in KG (35 Agg = > A0 ).

5.2.7 Korrolar: V € gemod. Dann wird V* = Homg (V, K) zum KG-Modul durch (gf)(v) :=
flg™'v).

5.2.8 Korrolar: Seien VW € ggmod. Dann wird Homg (V, W) zum KG-Modul durch
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(g-f)(v) = gf(g7"v)

(Da HOHIK(KVVK, KGWK) S KGmodK(;)

Beweis: Homg (k¢ V', kgW) € xegmodgg durch (gfh)(v) = gf(hv) fir f € Homg(V,W),g,h €
G,v e V. Also ein KG ®x KGP-Modul.

Mit A: G = GxG?: g (g,97") wird daher Homg (V, W) zum Links-K G-Modul durch
Einschréanken.

(g@g ) f=gfg™

Beachte: (¢.f)(v) = g(f(g'v)) = ((91,92)-F)(v) = (9192)(f (92 91 'v)) = 91(92f (95 (97 'v))) =
91((92)(g1 ) = (91-92-f)(v)

5.2.9 Definition und Lemma: Sei M € gemod. Dann ist MY = {m € M | gm = mVg € G}
der groBte Untermodul von M, auf dem G trivial operiert. M ist direkte Summe von
dimg (M) vielen Kopien des trivialen G-Moduls K. Die ELemente von MY werden G-
Invarianten genannt.

Beweis: leicht.

(i | i € I) K-Basis von MY = MY = @,_, Kv;, Kv; 2 K = trivialer KG-Modul O

5.2.10 Satz: Sei M, N € gemod und sei Homg (M, N) € gemod wie in 5.2.8. Dann ist
Hompg (M, N)¢ = Homgg(M, N) (als K-Vektorraum).

Beweis: Sei f € Homy (M, N). Dann ist f € Homg (M, N)¥ & g.f = fVg € G < (g9.f)(v) =
fw)=gf(¢v)Vge G,ve M & f(gv) =gf(v) & f € Homgg(M, N)

5.2.11 Satz: Sei U,V € ggmod endlicher Dimension. Dann ist Homg (U, V) = U* @ V als
KG-Moduln.

Spezialfall: U = V, dimg (V) < co. Dann ist Endgg(V) = (V* @ V)€ als K-Vektorraum.

Beweis 5.2.11: U* ist G-Modul durch: a € U* : (ga)(u) = a(g~u) (sieche weit oben), und
daher wird U* ® V' zum G-Modul durch g(a ® v) = (ga) ® (gv).

Definiere I' : U* ® x V' — Homg (U, V') durch a ® v — A, , mit A, ,(u) == a(u) -v e V.
Klar ist: A, ist Abbildung U — V. Zu zeigen: A, , ist K-linear:

A vt +uz) = (a(ug + u2))v = (a(ur) + a(uz))v = a(ur)v + a(u2)v = A (1) + Aap(uz)
Ay o(Au) = XA, »(u) ebenso. So ist A, , € Homg (U, V).

Definiere I' : U* x V' — Homg (U, V) : (o, v) = Aq

oy + ag,v)(u) = Apytasn(t) = (a1 + ) (uw)v = (a1 (u) + ag(w))v = ag(u)v + ag(u)v =
Aoqiv(u) + Ayo(u) = (Aay o +AAa2,v>(u)

= I'(a1 + ag,v) = T'(a1,v) + T'(ag, )

Ahnlich T'(a, vy + v3) = T'(a, v1) 4 T, v2), also T bilinear.

A e K T(ahv)(u) = Apu(u) = (aX)(u)(v) = a(u)hv = Agr(u) = D, M), also ist T
auch K-balanced. Daher ist (universelle Eigenschaft) I' wohldefinierte K-lineare Abbildung.

Ist (ui,...,u,) K-Basis von U und (uj,...,u;) duale Basis (u](u;) = d;;), so kann jedes
Element von U* ®x V eindeutig als Summe Y  uf ® x; mit x; € V geschrieben werden.
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(U = B, Kup = U 0 V= @, (uf 0 V)

Seil<j<n P> uist ® x)(u;) = Z?ll—‘( T Q@) (ug) = > u(uy)zs = x;
SoI'(Yruf @) =04 xy —0V]<:>Zl Luf @ x; =0 =T injektiv.

Wegen dimg (U* @ V) = dimg (U*) - dimg (V') = dimg (U) - dimg (V') = dimg (Homg (U, v))
ist I' ein K-Isomorphismus.

Bleibt zu zeigen: I' ist G-linear. g € G,a € U*,v € V,u € U :
I'(g(a x v))(u) =T(ga @ gv)(u) = Agago(u) = (90)(u) - gv = a(g~"u) - gv
(9T (e x ) (u) = (9-Aap) (W) = g (Aap(g™'u)) = alg™u)gv O

5.2.12 Satz: Seien U,V € ggmod, |G| = n < oo und sei char K = p mit p { n, oder sei
char K = 0. Dann ist |G| - 1 # 0, d.h. |G‘ = (|G| - 1x) ! existiert in K.

Sei f: U — V K-linear. Definiere fo : U — V : u — |1F|deG gf (g7 u); fe ist K G-linear.

fo =Trd)(f) ,Spur.
Beweis: f¢ ist wohldefinierte Abbildung von U — V. fe(uj +us) = el G| Sogf(g (ur+ug)) =

& 2 9f (g7 w) + & X 9f (97 ) = fa(w) + folus). fo(Mu) = Afa(u) analog.

Also ist fo € Homg (U, V). A

Seih € G, dannist (hfe)(u) = h-fa(h™' () = Hh(3, 9f (97" (h™w))) = 15 32, (hg) f ((hg)™'u) =
L5, 9/ (g7 w) = falw)

Also ist h.fe = fa, d.h. fo € Homg (U, V) = Homga(U, V). O

5.2.13 Satz (Maschke): Sei G endliche Gruppe, char K = p > 0. Sei p kein Teiler von |G]|. Sei
U € ggmod und V < U. Dann ist V direkter Summand von U, d.h. 3W < U : VNW =
0),V+W=0U. )

Beweis: LAAG = JIW = K-Unterraum von U mit V+W = U. Sei 7 die natiirliche Projektion
von U auf V entlang W, dh.u e U= v eV,IweW u=v+w= 7(u) =wv.

= ﬁ-|v = idv,ﬁw =0.

Nach 5.2.12 ist 7 = Tr{ (%) KG-linear, m(u) = & 3, 97(9 ')

Sei v € V < U. Dann ist m(v) = ﬁzggﬁ(gflv) = ﬁ 2,99 v = ﬁzgv = .
=U=Vdkerm

5.4.16 Theorem: Sei A Divisionsalgebra, n € N. Dann ist A™ (bis auf Isomorphie) der einzige
einfache A-Modul, A = M,,«,(A).
Esgilt: sA= €@ A"
n Kopien
Beweis: Sei 0 # x = (ay,...,q,) € A" =31 <i<n:q #0.
o; 'Eyx = e; € &, = natiirliche Basis von A"
= Fjie; =ej,alsoe; € A-aVl<j<n=A"=A -z
Also ist A™ einfach.
Sei fiir 1 <i <n S; die Menge der Matrizen aus A, die 0 sind bis auf die i. Spalte.
Dann ist S; < 4A.
SiEi; = S;. g,; = Rechtsmodul mit Ej; ist A-Modul Isomorphismus von S; auf S;.
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S; 2 A" Alsoist A4S d...065, 2 @ A~

n Kopien

Definition: Eine K-Algebra A heifit einfach (,simple®), falls (0) und A die einzigen Ideale
von A sind.

5.4.17 Lemma: Einfache Algebren sind halbeinfach (semisimple).

Beweis: Sei A eine einfache Algebra, > = Summe aller einfachen Untermoduln von 4 A.
Klar: ¥ ist Linksideal von A. Sei S einfacher Untermodul von 4 A, und sei a € A.

Po S — A: s saist A-Modulhomomorphismu, und daher ist S - a = im p, = (0) oder
S - a = einfacher A-Modul.

In beiden Féllen haben wir Sa C ¥, daher ist 3 auch Rechtsideal von A, also ist ¥ Ideal von
A.

A hat einfache Untermoduln (< (0)), daher ist ¥ < (0). Da A einfach ist, ist ¥ = A und
daher A semisimple wegen Lemma 5.4.2 (Charakterisierung vo ,ss“) und 5.4.13 (Algebra ss.
& 4A ss.). O

5.4.18 Theorem: Sei A Divisionsalgebra und sei n € N. Dann ist A = M, ,(A) einfache
Algebra.

Beweis: Sei (0) #J 9 A. Sei0#a€J=3a;€ Ara=) o;E;;(1 <i,j<n).

1 <rs<n:as#0.Seil <l k <n. Dannist J3b=q,}EaFy = a,}E,o;E;Fg =
Yoo By B Egy = o) ans By = Ey

= EpeJVi<lk<n=J=A. O

By, ..., B, = Algebren
B = B, ® By @ ... ® B, ,ringdirekte* Summe, d.h. als A-Modul ist Summe direkt mit
Multiplikation komponentenweise.

Bi ={(bi,...,b.) | b; € B;,b; =0 fiir j # i} = B; = B; als A-Algebra.
B; < B,bl € Bi,b? S ZB] = biby = byb; =0
i
B;NB;=(0) (i#)).
B; heien ,,Blocke” von B (Blockideale).

5.4.19 Lemma: B = B; & ... @ B, ringdirekte Summe von Algebren B;. Dann sind die
zweiseitigen Ideale von B genau die Mengen der Form J = J;1 & ... @& J, mit J; d B;
Beweis: Setze J; = JNB; A B. Klar: Y J, =@ JJ —iC J Seibe Jb="b +...b mit

=1 =1
b; € B; und1:61+...+€r,€j:13j.

Dann ist bedote; = bieq + boey + ... + bee,. = by € Jq, analog b; € B; = Behauptung.
5.4.20 Theorem: Sei r € N, A; Divisionsalgebra iiber K endlicher Dimension, n; € N, B; =

Sei B = B; @ ... ® B, ringdirekte Summe. (dimy B = >, dimg(A;)n? < 00). Dann ist
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B semisimple, und es gibt exakt r viele nicht isomorphe einfache B-Moduln, und gneau 2*
zweiseitige Ideale von B, ndmlich B, ; B; mit J C {1,...,r} (Ideale), einfachen B-Moduln
Si, ..., S, mit S; < g B; einfach.

Beweis: Ist § < p B; einfacher Untermodul, so ist auch S ein einfacher B-Modul mit
b-x=0Vbe B; mit j #i. (U < p,B; <riia BB immer).

Haben gesehen (5.4.16): V1 < ¢ < r gibt es genau einen einfachen B;-Modul S;, B; =

P Si.=sB=H P .

n; Kopien 1=1n; Kopien

Insbesondere ist pB (direkte) Summe einfacher Untermoduln, und daher nach 5.4.13 semi-
simple. Jeder einfache B-Modul ist daher isomorph zu einem S; mit 1 < i <r (5.4.14).
Behauptung folgt sofort aus 5.4.18 und 5.4.19. n

5.4.21 Satz: Sei 0 # €? = ¢ € B = Endp(Be) = eBe.

5.4.22 Lemma:Sei B Algebra. Dann ist M, «,(B)% = M, «,(B).
Beweis Idee: M,,xn(B)? — My, (B) : a — a' ist Isomorphismus.

5.4.23 Theorem (Wedderburn): Eine K-Algebra A (dimg A < o0) ist semisimple < A =
D M, «n,(A;) mit A; = Divisionsalgebra iiber K mit dimg A; < 0.
=1

ZBeweisz ,<="1ist 5.4.20.

Sei also A semisimple. Sei Si,...,S, eine vollstindige Menge paarweiser nicht isomorpher
einfacher A-Moduln und sei A; = End4(S;) Schiefkorper (dimg A; = k), n; = dimy, (.S;)

Da 4 A semisimple gibt es vy,...,v, EN: 44 = 8" @ ... @ 5P,

5.4.21 = Endy(44) =1-A-1~ A

Enda (ST @ ... @ S,00:) Zsars 5412 My, (A1) © ... & My, 0, (Ar)

5.4.20 = v; = n; L.

5.4.25 Spezialfall: A semisimple K-Algebra, K algebraisch abgeschlossen. Dann dn4, ..., n, €

N: A My n (K)@® ... My (K)
{S1,...,S,} = vollstandige Menge nicht isomorpher einfacher A-Moduln, dimy S; = n;.
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G = endliche Gruppe, alle CG-Moduln sind endlich erzeugt.

6.1.1 Anmerkung: G = endliche Gruppe =Mashke CG ist semisimple.
= In; EN:CG = My, 50, (C) & ... My, 4, (C) 6.1.2 : 3" n2 = |G|

Bemerkung: char K |G| = KG semisimple. KG = My, sn, (A1) @ ... & My, (A})
Fakten: 1) A; kommutativ
2) K = C: n; Teiler von |G|

6.1.3 Theorem: |[{einfache CG-Moduln}| = |[{Konjugationsklassen von G}| = dim¢ Z(CG)
Beweis: CG = My, 50, (C) @ ... ® My, «pn,. (C)Ir,nq,...,n, € N (6.1.1)

=5 423 Anzahl nicht isomorpher irreduzibler CG-Moduln = r

Klar: B= B; @ ... ® B, ringdirekte Summe = Z(B) = Z(By) & ... ® Z(B,)
Z(Myxn(C)) ={aly | a € C}. Also ist dimg (Z(CG)) = 1.

Sel x =) ayg mit a, € C

r € Z(CQ) & hx = zhVh € G & x = hah™'Vh € G

dh.z € Z(CGQ) & Y a9 => a,hgh™'Vh € G

doagg = apgn-19 = Vh € G : apgp-1 = a.

Sei 1, ..., C,, Konjugationsklassen von G, ¢g; € C;, C; = ZheCi h.

=T = 2211 O./géi.

Klar: (Cy,...,C,,) C CG lineare unabhéingig/C.

= (C4,...,C,,) ist C-Basis von Z(CG) = dime(Z(CG)) = m = Anzahl der Konjugations-
klassen = r = Anzahl der irreduziblen CG-Moduln.
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