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I. Unknown

1. Unknown

2. Gruppenkonstruktionen und Automorphismen

Definition: Sei X eine Menge. Die Freie Gruppe FX über X wird wie folgt konstruiert:
Ein Wort in FX besteht aus einer endlichen Folge

xε11 x
ε2
2 . . . xεkk , k ≤ 0, εi ∈ {−1, 1} , xi ∈ X

Das leere Wort (k = 0) wird als 1 notiert.
Ist für ein 1 ≤ i < k in einem Wort xi = xi+1 und εi = −εi+1, so können wir dieses Wort
verkürzen, in dem wir xεii x

εi+1

i+1 entfernen.
Wörter, die nicht mehr verkürzt werden können, heißen unverkürzbar.
Der transitive, symmetrische und reflexive Abschluss des

”
Kürzens“ definiert eine Äquiva-

lenzrelation; FX ist als die Gruppe mit der Menge der Äquivalenzklassen dieser Relation
definiert, wobei die Multiplikation durch Konkatenation der Vertreter definiert wird.
Zwei Wörter sind also äquivalent, wenn man durch Kürzen und Erweitern des einen Wortes
das andere erhält.
FX ist Gruppe mit folgender universeller Eigenschaft:

X ⊂
i
> FX

G

∃!f̂
∨∀f >

, so dass f̂ ◦ i = f und f̂ Gruppenhomomorphismus.

Definition: Man kann das freie Produkt G∗H über den Gruppen G und H als Wörter über
dem Alphabet G ∪H definieren.
Das freie Produkt hat folgende universelle Eigenschaft:
Sei ϕ : G×H → A, G,H,A Gruppen, ϕ|G×{1H}

und ϕ|{1G}×H
jeweils ein Gruppenhomomor-

phismus, i : (g, h) 7→ gh:
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I. Unknown

G×H ⊂
i
> G ∗H

A

∃!ϕ̂
∨∀ϕ >

, so dass ϕ̂ ◦ i = ϕ und ϕ̂ Gruppenhomomorphismus.

Definition: Gruppen mit Erzeugenden und Relationen: X eine Menge, S ⊆ FX
”
Relatio-

nen“.
Dann ist N :=< FX

S > die normale Hülle von S.
G = FX/N die Gruppe, die von X mit den Relationen S erzeugt wird; G :=< X | S >.

Beispiele:

i) Sei n ∈ N, Cn = {1, g, . . . , gn−1} =< x|xn = 1 >
Bem: |X| ≤ 1⇔ FX ist kommutativ; FX ∼= Z⇔ |X| = 1

ii) σn =< {si | 1 ≤ i < n} | sisj = sjsi für |i− j| ≤ 2, s2
i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1 >

Beachte:
T ≤ S ≤ FX ⇒ U :=< FX

T >≤< FX
S >=: V

=⇒ 1. Iso Satz∃ Epimorphismus FX/U � FX/v

iii) Die endlichen einfachenGruppen sind (durchweg?) von 2 Elementen erzeugt.

iv) Sei G Gruppe. Wähle X = G, nach universeller Eigenschat ∃! Epimorphismus FG� G
mit Kern N ⇒ G = FG/N

Definition: Seien G,H Gruppen. Das direkte Produkt G × H ist das kartesische Produkt
mit komponentenweiser Multiplikation.
G ∼= G̃ := G× {1H} E G×H D {1G} ×H =: H̃ ∼= H
forallg ∈ G̃, h ∈ H̃ : gh = hg ⇒ G̃H̃ = H̃G̃ = G×H, G̃ ∩ H̃ = {1G×HJ}
⇒ Wir müssen nicht zwischen exterem und internem Produkt unterscheiden.
|G×H| = |G||H|

Betrachte H,N ≤ G,N E G⇒ HN = NH,HN ≤ G
Sei zusätzlich HN = G,H ∩N = {1}
Sei n ∈ N . Wegen nHn−1 = H ist cn : H → H : h 7→ n

h = nhn−1 ein Automorphismus von
H.
n 7→ cn ist Gruppenhomomorphismus N → Aut(H).

Satz 1.1.2.1: Sei g ∈ G, cg : G → G : h 7→ g
h Automorphismus von G. Die Menge

Inn(G) := {cg | g ∈ G} ⊆ Aut(G) ist Normalteiler von Aut(G).
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Out(G) := Aut(G)/ Inn(G) (Gruppe der äußeren Automorphismen von G)
Die Abbildung c : G → Aut(G) : g 7→ cg ist Gruppenhomomorphismus mit Bild Inn(G)
(klar) und ker c = Z(G) := {g ∈ G | gh = hg∀h ∈ G}
Also ist G/Z(G) ∼= Inn(G)

Beweis. Sei g, h1, h2 ∈ G
cg(h1h2) = gh1h2g

−1 = gh1g
−1gh2g

−1 = cg(h1)cg(h2)
cg−1 ◦ cg(h) = g−1ghg−1g = 1h1−1 = c1(h) = idH
Also ist cg bijektiv und daher Automorphismus von G.

c : g → Aut(G) ist Homomorphismus:
cg1 ◦ cg2(h) = g1g2hg

−1
2 g−1

1 = g1g2h(g1g2)−1 = cg1g2(h)

cg = idG ⇔ cg(h) = h∀h
⇔ ghg−1 = h∀h
⇔ gh = hg∀h
⇔ g ∈ Z(G)

⇒ ker c = Z(G)

Da im c = Inn(G) ist Inn(G) ≤ Aut(G).
Sei ϕ ∈ Aut(G), g ∈ G: Zu zeigen: ϕ Inn(G)ϕ−1 = Inn(G)⇔ ϕcgϕ

−1 ∈ Inn(G)∀g, ϕ
(ϕcgϕ

−1)(h) = ϕ(gϕ−1(h)g−1) = ϕ(g)hϕ−1(g) = ϕ(g)hϕ(g)−1 = cϕ(g)(h)∀h ∈ G
⇒ ϕcgϕ

−1 = cϕ(g) ∈ Inn(G)
Also ist Inn(G) E Aut(G)

Beachte: Sei N ≤ G. Dann ist N E G⇔ cg(N) = N∀g ∈ G
(⇒ cg |N ∈ Aut(N). cg ist ∈ Inn(N)⇔ ∃n ∈ N : cg = cn)

Definition: Sei H < G. Dann ist H charakteristisch in G, falls ϕ(H) = H∀ϕ ∈ Aut(G).
Klar: H char. in G⇒ H E G.

Beispiel:
Z(G) ist char. in G:
∀z ∈ Z(G), g ∈ G : ϕ(g)ϕ(z) = ϕ(gz) = ϕ(zg) = ϕ(z)ϕ(g)
⇒ ϕ(z)G = Gϕ(z)
⇒ ϕ(z) ∈ Z(G)

Satz 1.1.2.2: Seien K ≤ H ≤ G, K charakteristisch in H, H char. in G. Dann ist K char.
in G.
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Beweis. Sei ϕ ∈ Aut(G). Zu zeigen: ϕ(K) = K.
ϕ ∈ Aut(G) ⇒H char. in G ϕ(H)(= H ⇒|H∈ Aut(H) ⇒ ϕ(K) = ϕ|K = K, da K char. in H
ist. Also ist K char. in G.

Bemerkung. Sei S ⊆ G mit S−1 = S und ϕ(S) = {ϕ(s) | s ∈ S} = S für alle ϕinAut(G)
(Inn(G)). Dann ist < S >≤ G char. (normal) in G.

Definition: Sei G Gruppe, a, b ∈ G. Dann ist [a, b] = aba−1b−1 der Kommutator von a und
b ([a, b]ba = aba−1b−1ba = ab).
Die Untergruppe G′ :=< [a, b] | a, b ∈ G >≤ G heißt Kommutatoruntergruppe von G.

Satz 1.1.2.3: Sei G Gruppe. Dann ist G′ char. in G (weil ϕ[a, b] = [ϕ[a], ϕ[b]]∀ϕ ∈ Aut(G)
ebenfalls Kommutator ist, und [a, b]−1 = [b, a]).
G′ ist der kleinste Normalteiler von G, so dass G/G′ abelsch ist (d.h. ist N E G,G/N abelsch
⇒ N ⊇ G′).

Beweis. Siehe Algebra. (π : G → G/N : g 7→ gN, π[a, b] = [π(a), π(b)] = . . . dG/N =
N),

Definition: Seien N,H ≤ G,N E G,G = NH = HN,H∩N = {1}. dann heißt G (internes)
semidirektes Produkt von N mit H. Wir schreiben G = N oH.

Beobachtungen:

a) G/N = NH/N ∼= H/N∩H ∼= H. Also ist G/N ∼= H. Daher ist |G| = |N ||G/N | =
|N |absH = |N ×H|

b) G = N · H ⇒ ∀x ∈ G∃n ∈ N∃h ∈ H : x = n · h. Diese Darstellung ist eindeutig: denn
seien n1, n2 ∈ N, h1, h2 ∈ H und sei n1h1 = n2h2, so folgt n−1

2 n1 = h2h
−1
1 ∈ N ∩ H ⇒

n−1
2 n1 = h2h

−1
1 = 1⇒ n1 = n2, h1 = h2

c) Allgemein gilt: H,N E G,H ∩ N = {1} ⇒ hn = nh∀n ∈ N, h ∈ H, denn seien h ∈
H,n ∈ N ⇒ [n, h] = nhn−1h−1 = (nhn−1)

∈HEG
h−1 ∈ H ∩N = {1} (die Klammerung analog

für N)
Daher: Ist G = N oH und zusätzlich H E G⇒ G = H ×N (da n1h1n2h2 = n1n2h1h2)

d) G = N o H, x = n1h1, y = n2h2 ∈ G ⇒ x · y = n1h1n2h2 = n1 (h1n2h
−1
1 )

∈NEG
h1h2 =

(n1
h1n2)(h1h2) = n′h′ die eindeutige Darstellung vom Produkt x · y als Produkt eines

Elementes aus N mit einem Element aus H.
Die Abb. ϕ : H → Aut(N) : h 7→ ϕ(h) = λn. hn = ϕn = cn|N ∈ Aut(N) ist Gruppenho-
momorphismus.
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e) Multiplikation in G wird vollständig auf die Multiplikation in N und Multiplikation in H
und auf ϕ zurückgeführt: n1h1n2h2 = n1ϕh1(n2)h1h2

f) Ist ϕ : H → Aut(N) der triviale Homomorphismus, so ist ϕn = cn|N = idN für alle h ∈ H,
d.h. ϕh(n) = hnh−1 = n⇔ hn = nh. Dann ist H E GundG ∼= H ×N .
Daher: Ist ϕ : H → Aut(N) nicht tirivial, so kann G nicht abelsch sein. (ϕ(h) = ϕh 6=
idN , h ∈ H,⇒ n ∈ N : ϕh(n) = hnh−1 6= n⇒ hn 6= hn)

Definition: Seien H,N Gruppen, und sei ϕ : H → Aut(N) : j 7→ ϕ(h) = ϕh ∈ Aut(N) ein
Homomorphismus.
Wir definieren das (äußere) semidirekte Produkt G = N oH wie folgt:
Als Menge ist G einfach das kartesische Produkt N ×H.
Sei n1, n2 ∈ N, h1, h2 ∈ H :
(n1, h1) · (n2, h2) := (n1 · ϕh1(n2), h1 · h2)

Satz 1.1.2.4: Mit obiger Multiplikation wird G = N×H zur Gruppe NoH mit Einselement
1G = (1N , 1H) und Inverser (n, h)−1 = (ϕh−1(n−1), h−1)
Seien Ñ = N × {1H} ⊆ N ×H und H̃ = {1N} ×H ⊆ N ×H.
Dann ist Ñ E G,H ≤ G, Ñ ∼= N, H̃ ∼= H und G = Ñ o H̃ (intern). Für h̃ = (1N , h) ∈
H̃, ñ = (n, 1H) ∈ Ñ , h ∈ H,n ∈ N ist h̃−1ñh̃ = (ϕh(n), 1H), d.h. cñ−1 |Ñ ↔ ϕh ∈ Aut(N)

Beweis. Übung.

Bemerkung. Sind ϕ, ψ verschiedene Homomorphismen von H → Aut(N), so können N oϕ

H,N oψ H isomorph oder nicht isomorph sein.

Beispiel. Cn(∼= (Z/nZ,+)) = N,H = C2 = {1, h}
ϕ : H ∈ Aut(Cn) durch ϕ(1) = idCn , ϕh(x) = x−1

Die Gruppe D2n := Cn oϕ C2 heißt Diedergruppe der Ordnung 2n.
D2n ist die Gruppe der Symmetrien eines regelmäßigen n-Ecks; Cn E D2n ist die Gruppe der
Rotationen, C2 = D2n/Cn sind die Spiegelungen.
D2n =< x, y | xn = y2 = 1, yxy = x−1 >

3. Operationen von Gruppen auf Mengen

Im folgenden sei: G = Gruppe, X = Menge, σX = {f : X → X | fbij. Abb.} =
”
symmetri-

sche Gruppe auf X“.

Definition: Eine (Links-)Operation von G auf X ist eine (externe) Verknüpfung

G×X → X : (g, x) 7→ gx

so dass gilt:
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i) 1G · x = x∀x ∈ X

ii) (gh) · x = g · (h · x)

Wir sagen:
”
G operiert auf X“ (durch Permutationen) oder kurz:

”
X ist G-Menge“. (Analog:

Rechtsoperation: X ×G→ X)

Bemerkung. Ist X G-Menge, σX = symmetrischeGrupe auf X, so wird durch λ : G→ σX :
g 7→ λg ∈ σX ein Gruppenhomomorphismus λ definiert, wobei λg : X → X : x 7→ g ·x; denn:
Sei g ∈ G : λgλg−1 : x 7→ g(g−1x) = (gg−1)x = 1Gx = x∀x ∈ X, also ist λg bijektiv und
∈ σX .
Seien g, h ∈ G⇒ λg◦λh(x) = λg(λh(x)) = g·(h·x) = (g·h)·x = λgh(x)∀x ∈ X ⇒ λgλh = λgh,
d.h. λ ist Homomorphismus.
Umgekehrt: Sei ϕ : G→ σX homomorph. Dann wird durch g ·x := (ϕ(g))(x) eine Operation

von G auf X definiert, mit λ = ϕ (Beweis: Übung).
λ heißt

”
die zur G-Menge X gehörende Darstellung von G“.

Also: Das Konzept der G-Mengen X ist äquivalent zum Konzept der Homomorphismen
G→ σX .
(Im Falle der Rechtsoperation: Entweder op σX auch von rechts, oder die zug. Darst. ρ :
G→ σX ist ein Antihomomorphismus)

Beispiele: (Running Gag)

1.) σX operiert auf X mit Darstellung idσX : σX → σX : π 7→ π ∈ σX , πx = π(x)∀x ∈ X

2.) G operiert auf der Menge G durch Linkstranslation g · h = gh.
Darstellung: λG→ σG : g 7→ λg;λg : h 7→ gh∀h ∈ G
(|σG| = |G|!)

3.) G operiert auf G durch Konjugation:

g · h = g
h = ghg−1[= cg(h)]

4.) Sei H ≤ G, G =
.⋃
i∈I
giH

Wir definieren eine Operation von G auf der Menge G/H der Nebenklassen von H in G

durch: g(giH) = gjH (bzw. auf I : gi̇ = j)
(Linkstranslation auf G/H, Rechtsnebenklassen H\G durch Rechtstranslation)
Spezialfall: H = (I)⇒ Operation von G auf G/H = G/(I) = G aus 2.)

4.) ist die Mutter aller G-Operationen auf Mengen.

Definition: Eine Operation von G auf X heißt treu, falls gilt: Ist gx = x∀x ∈ X ⇒ g = 1.
Offensichtlich heißt dies für die zugehörige Darstellung ϕ : G→ σX , dass ϕ injektiv ist; denn
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gx = x∀x ∈ X ⇔ (ϕ(g))(x) = x∀x ∈ X ⇔ ϕ(g) = idX ⇔ g ∈ kerϕ
So: kerϕ = {g ∈ G | gx = x∀x ∈ X} .

Beispiele: 1.), 2.) treu, da g · h = h∀h ∈ G⇔ g = 1
3.) (i.A.) nicht treu. Genauer: kerϕ = ker c? = {g ∈ G | cg = idG} = {g ∈ G | cg(h) = h∀h ∈ G} =
{g ∈ G | ghg−1 = h∀h ∈ G} = Z(G) Zentrum von G.

Klar: X treue G-Menge, so enthält σX durch die zugehörige Darstellung ϕ : G → σX eine
zu G isomorphe Untergruppe.

Definition: Seien X, Y G-Mengen. Eine Abbildung ϕ : X → Y heißt G-Homomorphismus
(auch G-equivariant) falls gilt:
∀x ∈ X, g ∈ G : ϕ(g, x) = gϕ(x)
Wie üblich: Epi-, Mono- und Isomorphismen.
Komposition (und Inversen falls bijektiv) sind wieder Homomorphismen.
Isosätze etc.
Also: Kategorie der G-Mengen.

Übersetzung für Darstellungen:
Seien ϕ : G→ σX , ψ : G→ σY (X, Y Mengen) Darstellungen.
Ein Morphismus von ϕ nach ψ ist eine Mengenabbildung f : X → Y , so dass ∀g ∈ G das
folgende Diagramm kommutiert:

X
f
> Y

X

ϕ(g)
∨ f

> Y

ψ(g)
∨

d.h. f ◦ ϕ(g) = ψ(g) ◦ f ⇔ ψ(g) ◦ f ◦ ϕ(g)−1 = f∀g ∈ G

Dies macht die Klasse der (Permutations-) Darstellungen zu einer Kategorie. Diese ist iso-
moprh zur Kategorie der G-Mengen (Beweis: Übung).

Ziel: Klassifikation von G-Mengen.

Definition: X, Y G− Mengen:

a) Die disjunkte Vereinigung X
·
∪Y wird zur G-Menge durch g · z =

{
gx für z = x ∈ X
gy für z = y ∈ Y

(
”
direkte Summe“,

”
Koprodukt“ in Kategorie der G-Mengen)

b) Das kartesische Produkt X × Y wird zu G-Menge durch g · (x, y) = (gx, gy)∀x ∈ X, y ∈
Y, g ∈ G

c) σX wird G-Menge durch gZ = {gz | z ∈ Z} für Z ⊆ X
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Definition: Sei X eine G-Menge, x ∈ X. Die Bahn (Orbit) Gx( Gx) ist {gx | g ∈ G} ⊆ X,
und der Stabilisator StabG(x) in G von x ist {g ∈ G | gx = x} ⊆ G.
Für S ⊆ G ist der StabG(X) = {g ∈ G | gs ∈ S∀s ∈ S}
Der Punktstabilisator von S in G ist PStabG(S) = {g inG|gs = s∀s ∈ S} =

⋂
s∈S

StabG(s)

Klar:

1. StabG(x), StabG(S), PStabG(S) sind Untergruppen von G.

2. Die Einschränkung von der G-Operation auf die Bahn Gx macht die Bahn Gx von x
zur G-Menge.
Wir definieren eine Äquivalenzrelation ∼G auf X durch x ∼G y ⇔ ∃g ∈ G : y = gx
Die Äquivalenzklasse von x ∈ X ist die Bahn Gx.
Konsequenz: X ist die direkte Summe der Bahnen von G auf X.

Definition: G operiert (einfach) transitiv auf X, falls nur eine Bahn existiert, d.h. ∀x, y ∈
X : ∃g ∈ G : x = gy.

Beispiele: von 1.3.1

A) Bahnen:

1.) G ist die einzige Bahn.

2.) ∀h1, h2 ∈ G∃g ∈ G : h2 = gh1 : g := h2h
−1
1 , also: G ist die einzige Bahn.

3.) g ∼G h ⇔ ∃xinG : h = xgx−1 ⇔ g und h sind konjugiert ⇔ Bahnen sind Konjuga-
tionsklassen.

4.) Eine Bahn. g, h ∈ G⇒ ∃x ∈ G : h = xg ⇒ hH = xgH

B) Stabilisatoren:

1.) x ∈ X : StabσX (x) = {π ∈ σX | π(x) = x} = σX\{x}, z.Bsp. Stabσn(n) = σn−1

Stabσn({1, . . . , i}) = {π ∈ σn|1 ≤ π(j) ≤ i∀1 ≤ j ≤ i} = σ{1,...,i} × σ{i+1,...,n}

2.) h ∈ G : StabG(h) = {g ∈ G | gh = h} = {1}

3.) h ∈ G : StabG(h) = {g ∈ G | gh = h} = {g ∈ G | ghg−1 = h} = {g ∈ G | gh = hg} =
Zentralisator von h in G.

4.) Spezialfall StabG(1 ·H) = {g ∈ G | gH = H} = H

Lemma 1.1.3.1: Sei X G-Menge, x ∈ X, g ∈ G: Dann ist StabG(gx) = g · StabG(x() · g−1

(
”
konjugierte Untergruppe“)
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Beweis.
”
⊇“ Sei h = gfg−1 ∈ rechte Seite ⇒ h(gx) = gfg−1gx = gfx = gx ⇒ h ∈ linke

Seite.
”
⊆“ Sei h ∈ StabG(gx), d.h. h(gx) = gx ⇒ g−1hgx = x ⇒ g−1hx = f ∈ StabG(x) ⇒

h = gfg−1 ∈ gStabG(x)g−1

Beispiele: von 1.3.1, Stabilisator für 4.):
StabG(xH) = xHx−1

Neues Beispiel für 1.3.1:

5.) Sei X = {H ≤ G}. Dann operiert G auf X durch Konjugation lsupgH = gHg−1

StabG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H} = NG(H) der Normalisator von H in G (die größte
Untergruppe von G in der H normal ist, H E NG(H) ≤ G)

Bemerkung. Bahnen sind in 5.) Konjugationsklassen von Untergruppen.
Beachte: |cg(H)| = |gHg−1| = |H|
Satz 1.1.3.2: Jede G-Menge ist (eindeutig) disjunkte Vereinigung (direkte Summe) von
transitiven G-Mengen, nämlich der Bahnen von G auf der Menge.

Satz 1.1.3.3: Sei X transitive G-Menge und x ∈ X,H = StabG(x). Dann ist X ∼= G/H
(= G-Menge der Nebenklassen von H in G durch Linkstranslation, siehe Beispiel 4. aus
1.3.1)

Beweis. Definiere ϕ : G/H → X : gH 7→ gx für g ∈ G.

1.) ϕ ist wohldefiniert: Denn sei gH = fH ⇒ f−1g ∈ H ⇒ f−1gx = x, da H = StabG(x)
ist ⇒ gx = fx

2.) Umgekehrt gehts auch: Sei fx = gx (f, g ∈ G) ⇒ x = f−1gx⇒ f−1g ∈ H ⇒ gH = fH
Also ist ϕ injektiv.

3.) Wegen G · x = X ist ϕ surjektiv.

4.) Seien a, g ∈ G : Dann ist aϕ(gH) = a(gx) = (ag)x = ϕ(agH), also ist ϕ ein Isomorphis-
mus von G-Mengen.

Korrolar 1.1.3.4: |X| = |G/H| = [G : H]
Allgemein: Sei X G-Menge, x ∈ X ⇒ |Gx| = |G : StaG(x)| (Bahngleichung)

Wir haben jetzt is aus Isomorphie alle G-Mengen konstruiert, nämlich als disjunkte Vereini-
gunge (direkte Summen) von G-Mengen der Form G/H mit H ≤ G.
Frage: Sind H,K ≤ G. Wann ist G/H ∼= G/K als G-Menge (unter Linkstranslation)?
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Lemma 1.1.3.5: Seien X, Y G-Mengen, ϕ : X → Y Homomorphismus, und sei x ∈ X.
Dann ist StabG(x) ≤ StabG(ϕ(x)
Insbesondere: ist ϕ ein Isomorphismus, so ist StabG(x) = StabG(ϕ(x)).

Beweis. g ∈ G : gx = x⇒ g(ϕ(x)) = ϕ(gx) = ϕ(x)⇒ g ∈ StabG(ϕ(x))

Satz 1.1.3.6: Seien H,K ≤ G. Dann ist G/H ∼= G/K ⇔ H =GK (d.h. ∃g ∈ G : gKg−1 =
H).

Bemerkung: 1.3.6 + 1.3.9 liefert die Klassifikation der G-Mengen.

Beweis. Sei ϕ : G/H → G/K ein Isomorphismus von G-Mengen, (∃x ∈ G) : varphi(1 ·H) =
xK ⇒ StabG(1 ·H) = H = StabG(xK) = x StabG(1 ·K)x−1 = xKx−1. Also ist H =G K.
Umgekehrt ist H =G K, etwa K = xHx−1. Dann ist (nach 1.3.4) K = StabG(xH), und
G/K ∼= G/H nach 1.3.6

Definition: Sei k ∈ N, X G-Menge. Dan heißt X k-fach transitiv (k-trans.) falls gilt: Sind
x1, . . . , xk ∈ X und y1, . . . , yk ∈ X jeweils beliebige aber paarweise verschieden, so gibt es
g ∈ G : yi = gxi∀1 ≤ i ≤ k
(Klar:G operiert aufX×k = X×. . .×X k-trans.⇔ G operiert auf

{
(x1, . . . , xk) ∈ X×k | xi paarweise verschieden

}
transitiv. 1-transitiv = transitiv)

Satz 1.1.3.7: Sei X 2-transitive G-Menge, x ∈ X. Dann ist StabG(x) maximale Untergrupe
von G.

Beweis. 2-transitiv ⇒ X ist transitiv ⇒ X ∼= G/H für H = StabG(X). Angenommen,
H st nicht maximal in G. Sei H < K < G, g ∈ G, g /∈ K, k ∈ K, k /∈ H. Dann ist
kH 6= H, gH 6= H. Wir hben also zwei Paare (H, kH) und (H, gH). 2-transitiv ⇒ ∃f ∈ G :
f · (1H) = (1H), f(kH) = gH ⇒ f ∈ H ⇒ fk ∈ K ⇒ ∃h ∈ H : fk = gh ⇒ K = fkK =
ghK = gK ⇒ g ∈ K Widerspruch!

Definition: Eine transitive G-Menge X heißt primitiv ⇔ ∀x ∈ X : StabG(x) maximale
Untergruppe von G ist.

2-transitiv ⇒
”
primitiv“ ⇒ transitiv

⇓ m m

Stab = max. Untergruppe Stab = max. Untergr. Stab = bel. Untergr.

Satz 1.1.3.8: Eine transitive G-Menge X ist primitiv ⇔ wenn gilt: Sei Y ( X, |Y | ≥ 2.
Dann gibt es für alle g ∈ G Elemente y, z ∈ Y mit gy ∈ Y, gz /∈ Y .

12
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Anwendungen:

Satz 1.1.3.9: Sei G endlich, H,K ≤ G. Es gilt:

|H ·K| = |H| · |K|
|H ∩K|

Beweis. Sei X = G/K eine G-Menge. Durch Einschränken ist G/K auch H-Menge.
Sei HK die Bahn von K = 1 ·K unter dieser H-Operation.
Klar: HK = {hK | h ∈ H} , HK = ∪

h∈H
hK.

Also ist HK die Vereinigung von K-Nebenklassen von G mit Vertretern aus H.
Also ist |HK| = |HK| · |K|. Nach 1.3.7 ist |HK| = |H : StabH(K)|
StabH(K) = {h ∈ H | hK = K} = K ∩H.

Also ist |HK| = |K| · |HK| = |K| · |H : StabH(K)| = |K| · |H : (H ∩K)| = |K| · |H|
|H∩K|

Konjugationsop: |G| = n ∈ N, 1 = g1, g2, . . . , gk seien Vertreter der Konjugationsklassen von
G.
Ci := Ggi = {ggig−1 | g ∈ G} Bahn
Ci = StabG(gi) = CG(gi) = {h ∈ G | hgi = gih} ≤ G

Satz 1.1.3.10: Klassengleichung: Sei |G| = n.

n = 1 +
∑k

i=2|G : Ci| = |Z(G)|+
∑

i=1,...,k,gi /∈Z(G)

|G : Ci|

Beweis. Ohne Einschränkung: Z(G) = {g1, . . . , gl} , 1 ≤ l ≤ k ⇒ Ci = G∀i = 1, . . . , l, Ci =
{gi}
Mit 1.3.7 ⇒

i=1,...,k
| Ggi| = |Ci| = [G : Ci] = [G : StabG(gi)]

Definition: Sei G endliche Gruppe, G1 = [G,G]. Definiere Di(G)(i ∈ N) durch

1. D1(G) = G1

2. i > 1 : Di(G) = [Di−1(G), Di−1(G)]

Klar: Di(G) E Di−1(G) und Di−1(G)/Di(G) abelsch.
G heißt auflösbar, falls Dk(G) = (1) für ein k ∈ N ⇔ ∃(1) = N1 ≤ N2 . . . ≤ Nm = G mit
Ni E Ni+1 und Ni+1/Ni abelsch (zyklisch, zyklisc von Primzahlordnung nach Korrespon-
denzsatz).
Kann man zusätzlich Ni so wählen, dass Ni E G ist, so heißt G Überauflösbar (

”
supersolva-

ble“).
N E G: mit N auflösbar, G/N auflösbar ⇔ G auflösbar.

Sei Zi(G) induktiv durch folgendes definiert:

13
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i) Z1(G) = Z(G) E G (charakteristisch)

ii) Z2(G) ist volles Urbild von Z(G/Z(G)) in G unter natürlicher Projektion G→ G/Z(G).
Beachte: Nach Korrespondenzsatz (1.2.10) gilt: Z2(G) E G.
(Z2(G) = {g ∈ G | gZ(G) ∈ Z(G/Z(G))})

iii) i > 1 : Zi(G) ist volles Urbild von Z(G/Zi−1) in G,Zi(G) E G.

Haben: (1) = Z1(G) E Z2(G) E . . . E Zi(G) E . . .
Zi(G)/Zi−1(G) abelsch, Zi(G) E G. (Beweis: Übung)
G heißt nilpotent, falls ∃k ∈ N : Zk(G) = G.
Beachte: nilpotent ⇒ überauflösbar ⇒ auflösbar

Korrolar 1.1.3.11: Sei G eine p-Gruppe, p Primzahl (d.h. ∃t ∈ N : |G| = pt), Dann ist
|Z(G)| > 1.
Insbesondere ist G nilpotent.

Beweis. x ∈ G, x /∈ Z(G)⇒ CG(x) � G⇒ [G : CG(x)] wird von p geteilt.

Klassengleichung: |G| = pt = |Z(G)|+
k∑

i=l+1

|G : CG(gi)|

p teilt |G : CG(gi)| ⇒ p teilt die Summe ⇒ p teilt |Z(G)|.
Rest: Übung.

Bemerkung. Berühmte Ergebnisse:

I) Brunside’s pq-Theorem: Seien p, q Primzahlen, |G| = pa · qb, a, b ∈ N⇒ G ist auflösbar.

II) Feit-Thompson: Ist 2 - |G| ⇒ G ist auflösbar.

Beachte: Sei H ≤ G. Dann ist H E G⇔ H ist Vereinigung von (disjunkten) Konjugations-
klassen von G; denn gHg−1 = H∀g ∈ G gilt genau dann, wenn ∀h ∈ H, g ∈ G : cg(h) =
ghg−1 ∈ H, d.h. G

h ⊆ H. Daher ist |H| =
∑
gi∈H
|Ci|

Erinnerung: Sei H ≤ G. Dann ist Ng(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H} ≤ G und H E NG(H) =
die eindeutig bestimmte größte Untergruppe von N , in der H normal ist. H E G⇔ NG(H) =
G.

Satz 1.1.3.12: Sei |G| = n < ∞, und sei H ≤ G. Sei A = {gHg−1 | g ∈ G}. Dann ist
|A| = |G : NG(H)|.

Beweis. G operiert auf σ(G) ({K ≤ G}) per Konjugation, und A ist gerade die Bahn G
H

von H unter dieser Operation. NG(H) = StabG(H). So folgt die Behauptung aus 1.3.7.
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Definition: H,K ≤ G, z ∈ G. Dann heißtHzK = {hzk | h ∈ H, k ∈ K} dieH-K-Doppelnebenklasse
von z.
Definiere ∼ auf G durch , y ∈ G, so ist x ∼ y ⇔ ∃h ∈ H, k ∈ K : y = hxk

i) x = 1Hx1K ⇒ x ∼ x∀x ∈ G

ii) y = hxk ⇒ x = h−1yk−1 ⇒ Symmetrie

iii) y = h1xk1, z = h2yk2 ⇒ z = h2h1xk1k2 ⇒ x ∼ z

Also ist G disjunkte Vereinigung der H-K-Doppelnebenklassen.

Klar:HzK =
⋃
h∈H

hzK =
⋃
k∈K

Hzk ist (disjunkte) Vereinigung vonK-Links- bzwH-Rechtsnebenklassen

in G.

Satz 1.1.3.13: Sei |G| = n <∞, H,K ≤ G und ∈ G. Dann gilt:

|HzK| = |H| · |K|
|H ∩ zKz−1|

=
|H| · |K|
|z−1Hz ∩K|

= [H : (H ∩ zKz−1] · |K| = |H| · [K : (z−1Hz ∩K]

Das kommt nicht von unefähr: Ist h1 = 1, h2, . . . , hl ∈ H ein Vertretersystem der Linksne-

benklassen von H ∩ zKz−1 in H, d.h. H =
•
∪hi(H ∩ zKz−1, so ist HzK =

•⋃
j=1,...,l

hizK.

Analog K =
•⋃

j=1,...,m

(z−1Hz ∩K) · kj, HzK =
•⋃

j=1,...,m

Hzkj

Beweisidee: h ∈ H ∩ zKz−1 ⇔ ∃k ∈ K : h = zkz−1 ⇔ hzK = zkz−1zK = zkK = zK ⇒
hi(z

−1H ∩K)zK = hizK, Details Übung.

Beweis. a) |HzK| = |HzKz−1| 1.3.12
= |H|·|zKz−1|

|H∩zKz−1| = |H|·|K|
|H∩zKz−1| = |H|·|K|

|z−1Hz∩K|

b) 2. Beweis: G operiert auf G/K wie üblich, also auch H durch Einschränkung. HzK ist
die Vereinigung der Nebenklassen, die in HzK liegen. Daher ist |HzK| = |K|· Bahnlänge
|HzK|. Nun ist StabH(zK) = {h ∈ H | hzK = zK}. Aber hzK = zK ⇔ z−1hz = k ∈
K ⇔ h = zkz−1 ist ∃k ∈ K.
Also ist StabH(zK) = H ∩ zKz−1 1.3.7⇒ |HzK| = |K|[H : H ∩ zKz−1] = |H|·|K|

|H∩zKz−1|

F ist ein Körper, n ∈ N, G = GLn(F ) ∼= AutF (V ), v = F -Vektorraum mit dimF (V ) = n
G = {A ∈ F n×n | detA 6= 0} = volle lineare Gruppe.
SLn(F ) = {A ∈ F n×n | detA = 1} = spezielle lineare Gruppe.
Z(G) = {α · En×n|0 6= α ∈ F}
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Z(SLn(F )) = Z(G) ∩ SLn(G), da G = SLn(F ) ·



α 0

1
. . .

0 1




Z(SLn(F )) = {α · 1G | 0 6= α ∈ F, αn = 1}
PSLn(F ) = SLn(F )/Z(SLn(F )) =

”
projektive spezielle lineare Gruppe“

Ziel: Γ = PSLn(F ),Γ 6= PSLn(GF(q)) für n = 2, q = 2, 3 und n = 3, q = 2, dann ist PSLn(F )
einfach.

Notation: |F | = GF(q) = Fq Körper mit q Elementen, q = pa, p Primzahl, a ∈ N .
G = GLn(q), SLn(F ) = SLn(q),PSLn(F ) = PSLn(q)

|G| =
n∏
k=1

(qn − qk−1) = (qn − 1)(qn − q)(qn − q2) . . . = q
n(n−)

2 (qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (q − 1)

|SLn(q)| = |GLn(q)|
q−1

, |PSLn(q)| = |SLn(q)|
|α|αn=1∈F |
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Satz 1.2.14: |GLn(q)| = oben (Algebra)

Definition: T := {Diagonalmatrizen in G = diag(α1, . . . , αn) | 0 6= αi ∈ Fq} , |T | = (q−1)n,
Standard (Split)

”
Torus“

B := {A = obere Dreiecksmatrizen in G | detA =
∏
αi 6= 0}, Standard

”
Boreluntergruppe“

von G
Klar: T ≤ B ≤ G

”
Borus“,

”
Torel“; A ∈ B ⇒ A−1 ∈ B;X, Y ∈ B ⇒ XY ∈ B, also B ≤ G.

U = {A ∈ B | Diagonaleinträge von A sind 1} ≤ B
A ∈ B,X ∈ U : AXA−1 ∈ U ⇒ U E B

Klar: U ∩ T = (1G).

Sei A =∈ B ⇒ A ·

A
−1
11 0

. . .

A−1
nn

 ∈ U
d.h. Y ∈ T,A · Y = X ⇒ A = X · Y −1. Also ist B = U · T .

Definition: i) Eine Untergruppe von G, die konjugiert zu B ist, heißt Boreluntergruppe
von G.

ii) Sei ξ = (e1, . . . , en) natürliche Basis von Fnq , Für π ∈ σn sei ξπ = (eπ(1), . . . , eπ(n)).
Sei Eπ = mid(ξ, ξπ) Basiswechselmatrix von ξ nach ξπ

Beispiel: π = (2, 3, 1) : Eπ =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 = Permutationsmatrix zu π.

Beachte: Matrix-Einheit: eij = (δrs) ∈Mn×n(Fq)

Eπ =
n∑
i=1

eπ(i)i

Definition: Eine Permutationsmatrix A ∈Mn×n(F ) ist eine Matrix, die in jeder Spalte und
Zeile genauen einen von 0 verschiedenen Eintrag hat, der 1 ist.
Sei A Permutationsmatrix. Definiere π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} durch π(i) = j ⇔ Aπ(i)j =
1.

Also ist π 7→ Eπ eine Bijektion von σn in W := {Permutationsmatrizen}.

Seien σ, π ∈ σn. Dann ist Eπ·Eσ = (
∑n

i=1 eπ(i)i)(
∑n

j=1 eσ(j)j) = σi,jeπ(i)ieσ(j)j =
∑n

j=1 eπσ(j)j =

17
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Eπσ.
Also ist π 7→ Eπ ein Isomorphismus von σn in W , insbesondere ist W ≤ G, W heißt

”
Weyl-

gruppe“ von G.

Satz 1.2.15: Die Menge W der Permutationsmatrizen in G = GLn(F ) ist Untergruppe von
G und isomorph zu σn.
Beachte: Sei π ∈ W ⇒ detπ = signπ ∈ {−1,+1}
Bemerkung. Ist Eπ Permutationsmatrix zu π ∈ σn,M ∈ F n×n, so entsteht π ·M = EπM
aus M durch entsprechende Zeilenpermutationen und Mπ durch entsprechende Spaltenper-
mutationen.
σn operiert auf der natürlichen Basis ξ  ξπ = (eπ(1), . . . , eπ(n)).

Definition: Sei 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, und sei α ∈ F . Dan sei xij(α) ∈ F n×n die entsprechende

Elementarmatrix A = (αst) mit αst =


1 für s = t
α für s = i, t = j
0 sonst

xij(α) =

1 α
. . .

1

 , α an Position i, j

Die Matrizen xij(α) und ihre G-konjugierten heißen Transvektionen.
Beachte: xij(α) · M entsteht aus M durch Addition von Reihe (Saplte) j mal α zu Zeile
(Spalte) i (M · xij(α).

Lemma 1.2.16: Seien α, β ∈ F, i 6= j, πinW

i) det(xij(α)) = 1, also ist xij(α) ∈ Ωn(F ) ≤ GLn(F ).

ii) Ist α 6= 0, so ist xij(α) ∈ B ⇔ i < j. (U ≤ B)

iii) xij(α)xij(β) = xij(α + β), xij(α)−1 = xij(−α). So ist Xij = {xij(α) | α ∈ F} ≤ G die
sogenannte Wurzeluntergruppe zur Wurzel (j − i); Xij

∼= (F,+)

iv) Sind i, j, k ∈ {1, . . . , n} paarweise verschieden, so ist [xij(α), xjk(β)] = xik(αβ)

v) Ist π ∈ σn, so ist πxij(α)π−1 = xπ(i)π(j)(α)

vi) Bemerkung von oben.

Beweis. i),ii) trivial.

iii) Beachte: xij(α) = E + αeij
(E + αeij)(E + βeij) = E + (α + β)eij + αβeijeij = E + (α + β)eij = xij(α + β).
⇒ xij(α) · xij(−α) = xij(0) = E = 1⇒ xij(α)−1 = xij(−α)
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iv) [xij(α), xjk(β)] = (E + αeij)(E + βejk)(E − αeij)(E − βejk)
= (E + αeij + βejk + αβeik) · (E − αeij − βejk + αβeik)
= E − αeij − βejk + αβeik + αeij − 0− αβeik + 0 + βejk − 0 + 0 + αβeik − 0− 0 + 0
= E + αβeik = xik(α · β)

v) Beachte: πeij = eπ(i)j wegen vi). eijπ
−1 = eiπ(j); denn Eπ =

n∑
s=1

eπ(s)s

⇒ Eπeij =
n∑
s=1

eπ(s)seij = eπ(s)j, eijEπ−1 =
∑
eijeπ−1(s)s = eiπ(j)

⇒ πxij(α)π−1 = π(E + αeij)π
−1 = πEπ−1 + απeijπ

−1 = E + αeπ(i)π(j) = xπ(i)π(j)(α)

Ziel: G =
•⋃

w∈W
BwB, insbesondere: es gibt n! viele B-B-Doppelnebenklassen in G (U -B-,

B-U -).
”
Bruhat-Zerlegung“

Lemma 1.2.17: Sei M ∈ G. Dann gibt es ein b ∈ B(U) so, dass gilt:
Für 1 ≤ i ≤ n gibt es eine eindeutig bestimmte Zeile ki in b ·M so, dass der i-te Eintrag in
dieser Zeile der erste von 0 verschiedene Eintrag in ihr ist,
und {k1, . . . , kn} = {1, . . . , n}; i 7→ ki ∈ σn.

Beweis. Die 1. Spalte von M kann nicht die 0-Spalte sein ⇒ ∃k1 so, dass Eintrag ki in
M = (αrs) ungleich 0 aber αr1 = 0 für r > k1 ist. (Der letzte von 0 verschiedene Eintrag in
der Spalte).
Durch elementare Zeilentransformationen (x1,l(

−αl,1
αk11

), l < k1) aus U kann man M ′ erhalten,

in der ki der einzige von 0 verschiedene Eintrag in der 1. Spalte ist.
Streiche 1. Spalte und k1-te Zeile und arbeite induktiv weiter.

Satz 1.2.18: G = BWB =
⋃

w∈W
BwB (bzw. UwB oder BwU).

Beweis. M ∈ G, b ∈ B, ki wie in 2.1.5 gewählt. Die Abbildung i 7→ ki ist Permutation
π = πM ∈ σn.
Sei w = π−1. Dann ist wbM = b̃ ∈ B ⇒M = b−1πb̃ ∈ BπB.
Beachte: 2.1.5 konstruiert πM für M .

Lemma 1.2.19: Seien w1, w2 ∈ W und b ∈ B, so dass w1bw2 ∈ B ist, dann ist w−1
1 = w2.

Beweis. Sei 1 ≤ j ≤ n beliebig und sei i = w−1
1 (j), also w1(i) = j.

Sei wieder E = (e1, . . . , en) natürliche Basis von F n,so ist −1
1 (ej) = ei.

Dann ist Zeile j von w1b gleich Zeile i von b.
Sei k = w−1

2 (i), d.h. w2(k) = i, dann ist Spalte k von w1bw2 gleich Spalte i von w1b.
Es sei β = (b)ii ∈ F . β 6= 0 (b ∈ B); β ist auch (w1b)ji und (w1bw2)jk (und immer noch 6= 0)
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⇒ j ≤ k, da w1bw2 ∈ B
Wir haben w−1

2 w−1
1 (j) = w−1

2 (i) = k ≥ j ⇒ w−1
2 w−1

1 = 1⇒ w1 = w−1
2

Korrolar 1.2.20: Seien w,w′ ∈ W,w 6= w′. Dann ist BwB ∪ Bw′B = ∅, und daher G =
•⋃

π∈W
BπB.

Beweis. Sei BwB ∩Bw′B 6= ∅ ⇒ BwB = Bw′B ⇒ ∃b, b′ : w′ = bwb′

⇒ w−1b−1w′ = b′ ∈ B ⇒ w−1 = (w′)−1 ⇒ w = w′

Bemerkung. In 2.1.5 wird das eindeutig bestimmte w ∈ W für M ∈ G konstruiert so, dass
M ∈ BwB ist.

Lemma 1.2.21: Sei b ∈ B. Dann gibt es ein Produkt t von Transvektionen so, dass t · b
Diagonalmatrix ist, die dieselben Diagonaleinträge wie b hat.
Beweis klar.

Satz 1.2.22: G wird von T ≤ G und der Menge der Transvektionen erzeugt.

Beweis. Sei H die Untergruppe von G, die von diesen Matrizen erzeugt wird.
Zu zeigen: H = G
Wegen 2.1.10 ist B ≤ H, und daher genügt es wegen der Bruhat-Zerlegung 2.1.8 zu zeigen,
dass w ∈ H∀w ∈ W .
Dafür genügt es zu zeigen: τi,j ∈ σn ist in H enthalten:
Eτi,j =

∑
s 6=i,s 6=j

ess+ eij + eji = xji(1)xij(−1)xji(1) ·D,D Diagonalmatrix.

w = xji(1)xij(−1)xji(1), wek =


en für k 6= i, k 6= j
ej für k = i
−ei für k = j

Missing: 17.11.2009

Pf = Uf o Lf

Beispiele: V = F n, ξ = (ei, . . . , en), Vi =< ei, . . . , eni >, 0 < n1 < . . . < nk = nf =
(V1, . . . , vn)
Beachte: Vi = Vi−1 ⊕ yi, yi :=< eni+1, . . . , eni >
vi = ni, v2 = n2 − n1, v3 = n3 − n2, . . . , vk = nk − nk−1, vi = dimF (yi)
Lf = {Matrix mit von 0 verschiedenen Blöcken der Größen vi × vi auf der Diagonale aus G}
...

v = (v1, . . . , vk) � n Wir schreiben Pv = Uv o Lv anstatt Pf , Lf , Uf . (ν = (n)⇒ P(n) = G =
L(n), U(n) = (1))
Sonderfall: v = (1n) = (1, . . . , 1) � n, Pv = B = u · T , Borus.

20



II. Basics und Bruhat-Zerlegung

Definition: Eine n × m-Matrix A heißt (untere) unitriangulär, falls folgendes gilt: Aii =
1, Aij = 0∀i < j (allgemeine untere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonale), analog obere.

Lemma 1.2.23: Sei V = F n, f = (W1, . . . ,Wn) mit Wi =< e1, . . . , ei >, ξ = (e1, . . . , en)
natürliche Basis von V .
Sei X ein B-invarianter Unterraum von V , d.h. bx ∈ X∀b ∈ B, x ∈ X(⇒ bX = X.
Dann ist W = Wi für ein 1 ≤ i ≤ n.

Beweis. Sei 1 ≤ k ≤ n minimal mit X ⊆ Wk. Wir zeigen: X = Wk.

Dann existiert ein x =
k∑
i=1

αiei mit αk 6= 0 (da k minimal).

... ∃b ∈ B : b · x = ek ⇒ ek ∈ X
Nun ist (E + ek−1,k)ek = ek + ek−1 ∈ X ⇒ ek−1 ∈ X, analog ∀i ≤ k : ei ∈ X ⇒ Wk ⊆ X ⇒
Wk = X.

Satz 1.2.24: Sei B ≤ H ≤ G. Dann is H eine Standardparabolische Untergruppe, d.h.
∃ν � n,H = Pν

Beweis. Sei X ein H-invarianter Unterraum von V . Dann ist X auch B-invariant, wil B ⊆ H.
Also gibt es ein 1 ≤ i ≤ n : X = Wi =< e1, . . . ei >, ξ = (e1, . . . en) natürliche Basis wegen
2.2.5.
Seien Wα1 , . . . ,Wαr mit 1 ≤ α1 < α2 < . . . < αr = n genau die H-invarianten Unterräume
von V . α = (α1, . . . , αr),Wαi =< e1, . . . , eαi > Fα = (Wα1 , . . . ,Wαr) ist H-invariante Fahne
von Dimensionstyp α.
Sei µ1 = α1,2 = α2 − α1, . . . , µr = αr − αr−1 ⇒ µ = (µ1, . . . , µr) � n.
StabG(Fα) = Pµ, H ≤ Pµ
Zu zeigen: H = Pµ.
Spezialfälle

1.) r = 1, µ = (n), Pµ = G
Zu zeigen: H = G
< He1 >= H-invarianter Unterraum ⇒ V =< He1 > ⇒ ∃h ∈ H : he1 = α1e1 + . . . +
αnen mit αn 6= 0
Bruhat-Zerlegung: h ∈ BwB,∃w ∈ W
2.1.9 und 2.1.5 ⇒ Für g ∈ BwB hat g als Matrix die Form ...
d.h. hier für h ∈ BwB : w(1) = n
Beachte: Wegen B ⊆ H ist h = b1wb2 ⇒ w = b−1

1 hb−1
2 ∈ H

Sei 1 < j ≤ n mit w(j) = 1 (Ohne Einschränkung n ≥ 2)
Dann ist X1j = {x1j(α)|αinF} ≤ B ≤ H
Xn1 = Xw(1)w(j) = wX1jw

−1 ∈ H (mit 2.1.4)
Sei 1 ≤ i < m < n⇒ Xim ⊆ B ⊆ H
Dann ist Xnm(α) = [xn1(α), x1m(1)] ∈ H∀α ∈ F (mit 2.1.4)
⇒ Xnm ⊆ H
∀1 ≤< n : xi1(α) = [xin(α, xn1(1)] ∈ H ⇒ Xi1 ⊆ H
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∀1 < i,m ≤ n, i 6= m : xim(α) = [xi1(α), x1m(1)] ∈ H ⇒ Xim ⊆ H
Wir haben gezeigt Xij ⊆ H∀1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j
Da T ⊆ B ⊆ H ⇒ H = G.

2.) r = 2, Iα = Wm � V = Wn

Wir wissen schon: H ≤ Pµ, µ = (m,n−m) � n
Klar: Uµ ⊆ B ⊆ H,Pµ = Uµ o Lµ, es genügt also zu zeigen: Lµ ⊆ H.
L ∼= GLm(F )×GLn−(F )
GLm(F ) =< Diagonalmatrizen in GLm(F ) und xij(α) >, analog GLn−m
Es genügt also zu zeigen: Xij ∈ H∀1 ≤ i, j ≤ m, i und m+ 1 ≤ i, j ≤ n
Sei X1 =< He1 >= H-invarianter Unterraum von Wm ⇒ X1 = Wm

D.h ∃h ∈ H, he1 = αe1 + . . . αmem mit αm 6= 0.
Sei w ∈ W mit h ∈ BWB. Wie oben folgt aus 2.1.9 und 2.1.5 w(1) = m und daher
Xm1 ⊆ H.
Beachte: w ∈ H ⇒ w−1(1) = j ≤ m
Xm1 = Xw(1)w(j) = wX1jw

−1 ∈ H.
Kommutatoren wie im ersten Spezialfall ⇒ Xij ⊆ H∀1 ≤ i, j ≤ m⇒ GLm(F ) ⊆ H.
< Hem+ 1 > ebenfalls H-invariant ⇒ ∃h ∈ H : hem+1 = αm+1em+1 + . . . + αnen mit
αn 6= 0.
Es folgt analog wie eben Xij ⊆ H∀m+ 1 ≤ i, j ≤ n⇒ GLn−m(F ) ⊆ H.
⇒ Pµ ⊆ H ⇒ H = Pµ

Übung: Allgemeiner Fall.
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III. Die spezielle und projektive lineare
Gruppen

Ziel: PSLn(F ) ist einfach, falls n > 2 oder n = 2 und F 6= GF(2) oder GF(3) ist.

2.3.1 Erinnerung: det : GLn(F )− > F ∗ : g 7→ det g ist Gruppenhomomorphismus mit Kern
SLn(F ) E G, SLn(f) = {g ∈ GLn(F ) | det g = 1}.
Klar: det ist surjektiv

Isosätze: q− 1 = |GLn(q)|
|SLn(q)| ⇒ |SLn(q)| =

n∏
k=1

qk−qk−1

q−1
=

n−1∏
k=1

qk+1−qk)=q
n(n+1)

2 (qn−1)(qn−1−1
)

. . . (q2−

1)

2.3.2 Satz: SLn(F ) wird von den Wurzeluntergruppen (d.h. von den Transvektionen) in G
erzeugt.
Beweis: Für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, und f+r α ∈ F ist xij(α) ∈ SLn(F ) nach 2.1.4.
In 2.1.5 haben wir gezeigt: Ist g = (αij) ∈ SLn(F ) ⊆ G, so gibt es ein u ∈ U (Produkt von
Transvektionen) so, dsas gilt: Für 1 ≤ i ≤ n gibt es eine eindeutig bestimmte Zeile ki in
ug so, dass der i-te Eintrag in dieser Zeile der erste von 0 verschiedene ist. Die Abbildung
π : i 7→ ki ist Element von σn = W .
Wir können diese Zeilen nach 2.1.11 durch ein Produkt π̃ von Transvektionen ˜(i, j) =

xij(1)xji(−1)xij(1) ( (i, j) ∈ σn Transposition) bis aufs Vorzeichen ordnen. ( ˜(i, j) = diag(1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1)·
(i, j)). Daraus folgt: durch ein Produkt b ∈ SLn(F ) von Transvektionen wird b · g eine obere
Dreiecksmatrix g̃.

Also bg = g̃ =

λ1 A
. . .

0 λn

. Beachte: det g̃ = det b · det g = 1, d.h. g̃ ∈ SLn(F ).

⇒ det g̃ = λ1 · . . . · λn = 1.

Beachte: Seien α, β, γ ∈ F mit αγ 6= 0.

x21(−1)x12(1− γ−1)x21(y) ·
(
α β
0 γ

)
=

(
1 0
−1 1

)(
1 1− γ−1

0 1

)(
1 0
γ 1

)(
α β
0 γ

)
=

(
1 1− γ−1

−1 γ−1

)(
α β
αγ γβ + γ

)
=

(
α + αγ − α β + γβ + γ − β − 1
−α + α −β + β + 1

)
=

(
αγ γβ − β − 1
0 1

)

23



III. Die spezielle und projektive lineare Gruppen

Auf alle Zeilen von g̃ anwenden.

⇒ Man kann g̃ durch Premultiplikation mit einem Produkt von Transvektionen auf die

Gestalt g̃′ =


λ1 · . . . · λn ∗

1
. . .

0 1

 =

1 ∗
. . .

0 1

 ∈ U bringen. Jedes Element von U

ist aber Produkt von Transvektionen (elementare Zeilenoperationen: g̃′  1). Also ist g̃′

Produkt von Transvektionen. Also ist g Produkt von Transvektionen.

2.3.3 Satz: Die Wurzeluntergruppen Xij, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, sind in SLn(F ) konjugiert.
Beweis: Seien 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ n, i 6= j, k 6= l.
σn ist n-fach transitiv auf {1, . . . , n}, also zweifach transitiv ⇒ ∃w ∈ W = σn : w(i) =
k, w(j) = l.
Haben gesehen: wXijw

−1 = Xw(i),w(j) = Xkl. Ist w gerade Permutation, d.h. signw = detw =
1⇒ w ∈ SLn(F ) und wir sind fertig.

Sei also signw = detw = −1 und αinF . Sei d = d−1 =


−1 0

1
. . .

0 1

 ∈ GLn(F ). Dann

ist det(dw) = det d · detw = − detw = 1, d.h. dw ∈ SLn(F ).

dwXij(dw)−1 = d(wXijw
−1)d = dXkld = d(E+αekl)d = dEd+αdekld =

{
Xkl(α) für k, l 6= 1
Xkl(−α) sonst, (k 6= l)

In jedem Fall ist (dw)Xij(dw)−1 = Xkl.

Definition: Sei Z = {αE | α ∈ F ∗} , E = 1. Dann ist Z ≤ G,G ⊆ Z(G) = Zentrum von G.
2.3.4 Satz: Z = Z(G) und Z ∩ SLn(F ) = Z(SLn(F )).
Es genügt zu zeigen: Jedes Element von GLn(F ) (bew. SLN(F )), das mit allen Transvektio-
nen xij(1) (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j) vertauscht, liegt schon in Z.
Sei g = (αij) =

∑
i,j αijeij ∈ Z(G)⇒ g ·xrs(1) = xrs(1)·g∀1 ≤ r, s ≤ n, r 6= s⇔ g(E+ers) =

(E + ers)g ⇔
∑

ij αijeijers =
∑

kl αklersekl ⇔ σiαireis =
∑

l αslerl
d.h. eis = erl ⇔ i = r, l = s, αrr = αss, r 6= s, αij = 0 sonst.
⇒ g = α · E ∈ Z. (Für SLn(F ) : αn = detαE = 1)

Definition: GLn(F )/Z = PGLn(F ) =
”
projektive allgemeine lineare Gruppe“

SLn(F )/Z(SLn(F )) = PSLn(F ) =
”
projektive spezielle lineare Gruppe“

2. Isosatz: PSLn(F ) ∼= SLn(F )/(Z ∩ SLn(F )) = Z · SLn(F )/Z ≤ GLn(F )/Z = PGLn(F )

Für F = GF(q) = (F )q : |PGLn(q)| = GLn(q)
Z

= GLn(q)
q−1

= |SLn(q)|

Bemerkung:
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III. Die spezielle und projektive lineare Gruppen

1) GLn(F ) = SLn(F )o



α 0

1
. . .

0 1

 | α ∈ F ∗


2) F algebraisch abgeschlossen ⇒ z := (
n√

det g
−1
E) ∈ Z, g · z ∈ SLn(F ), es folgt:

PSLn(F ) ∼= PGLn(F ).

3) PSL2(2) ∼= σ3 D A3, da PSL2(2) ∼= GL2(2)
PSL2(3) ∼= A4 D V4

∼= G2 ×G2

2.3.6 Lemma: Sei n ≥ 2; und |F | 6= 2, 3 für n = 2. Dann ist jede Tranvektion xij(α)
(1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, α ∈ F ) ein Kommutator von Elementen in SLn(f).
Beweis: Ist n > 2, dann ist xij(α) = [xij(α), xkj(α)] mit 1 ≤ k ≤ n, k 6= i, k 6= j.
Sei n = 2, β, γ ∈ F mit β 6= 0.

[

(
β 0
0 β−1

)
,

(
1 γ
0 1

)
] =

(
1 (β2 − 1)γ
0 1

)
⇒ x12(α) ist Kommutator dieser Elemente aus SL2(F ), falls es β, γ ∈ F mit β 6= 0 gibt, so
dass α = (β2 − 1)γ ist.
Sei |F | > 3, dann gibt es immer ein β ∈ F ∗ mit β2 6= 1 und γ = α(β2 − 1)−1.
x21(α) ähnlich bzw. ist konjugiert in SL2(F ) zu einem Element aus X12.

2.3.7 Korrolar: Sei n > 2 oder |F | > 3 für n = 2. Dann ist SLn(F ) = [SLn(F ), SLn(F )].

2.3.8 Lemma: Sei n ≤ 2 SLn(F ) operiert auf der {Fv|0 6= v ∈ F n} durch g(Fv) := F (gv)
(Kern ist das Zentrum).
Diese Operation ist 2-fach transitiv.
Beweis: Seien c1, c2, d1, d2 ∈ F n\ {0} und c1, c2 bzw. d1, d2 linear unabhängig, d.h. Fc1 6=
Fc2, Fd1 6= Fd2.
Ergänze c1, c2 bzw. d1, d2 zu Basen C̃ = (c1, c2, . . . , cn) und D̃ = (d1, d2, . . . , dn) von F n. Sei
C = mid(ξ, C̃) = mf (ξ, ξ) mit f(ei) = ci.
D = mid(ξ, D̃) = mg(ξ, ξ) mit g(ei) = di

Dann sind C,D ∈ GLn(F ). Sei ε = detD/ detC = det(DC−1), A =

(
ε 0
0 1n−1

)
, detA =

ε, B = DA−1C−1, so ist Bc1 = ε−1d1, Bci = di für i > 2 x
BFci = FBci = Fdi für alle i. Klar: detB = 1, d.h. B ∈ SLn(F ) .

Missing: 27.11.2009
|G| = pam, p - m, |G|p = pa, |G|p′ = m

Sylp(G) ≡ 1 mod p Beweis: X = {A ⊆ G | |A| = |G|p = pa} G-Menge
Bemerkung: P ∈ Sylp(G)⇒ P ∈ X
A ∈ X so gibt es ein g ∈ G : g · A 3 1
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|X| =
(
pa ·m
pa

)
=
∑

O∈G-Bahnen von X |O|

Sei A ∈ X,A ∈ O = Orbit von Xso, dass 1 ∈ A. Sei P = StabG(A) ≤ G. Dann ist
P ⊆ P · A = A⇒ |P | ≤ |A| = pa

1.3.7 ⇒ |O| = |G : P |.
Angenommen p teilt nicht |G : P |, so ist |G|p Teiler von |P |. Also ist |G|p = |P | = pa und
P ∈ Sylp(G) und |O| = m.
Sei umgekehrt P ∈ Sylp(G). Dann ist die G-Menge G/P = ∪giP mit |giP | = |P | = pa, d.h.
G/P ist ein Orbit O in X: |O| = |G : P | = m
Klar: StabG(1 · P ) = P
Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der G-Bahnen in X ′ :=
{A ∈ X | p - |G · A|}
Also ist X ′ = Vereinigung aller Bahnen O von X mit p - |O|
X\X ′ = Vereinigung aller Bahnen O von X mit p | |0| und daher p | |X\X ′| = |X| − |X ′|
Also |X| ≡ |X ′| mod p
Sei r = |Sylp(G)| = Anzahl der p-Sylow Untergruppen vonG= |{Bahnen O von X mit O ⊆ X ′}|.

Es gilt dann: r ·m = |X ′| ≡p |X| ≡p
(
pam
pa

)
p - m⇒ r mod p ist nur von |G| und nicht von G selbst abhängig. Das heißt je zwei Grup-
pen G und H mit |G| = |H| haben mod p dieselbe Anzahl von p-Sylowgruppen.
Sei G = Cpam, dann ist r ≡ 1 mod p, also ist |Sylp(G)| ≡ 1 mod p für alle G mit G = pam.
Insbesondere ist r 6= 0, d.h. G besitzt mindestens eine p-Sylow Untergruppe.
Dies zeigt 1) und 4).

Sei nun P ∈ Sylp(G), G Gruppe der Ordnung pam, pa = |G|p, Q ≤ G p-Gruppe.
Y = {gPg−1 | g ∈ G}. Q operiert auf Y durch Konjugation:
x
(yPy−1) = xyP (xy)−1 ∈ Y für x ∈ X.

Sei O ein Q-Orbit von Y , P1 ∈ O. Dann ist |O| = |Q : StabQ(P1)| = Potenz von p (mögli-
cherweise p0).
Aber |Y | = |G : NG(P )| Teiler von m (1.3.15) ⇒ p - |Y |.Also muss es eine Q-Bahn O in
Y geben mit p - |O| ⇒ ∃Q-Bahn O in Y mit |O| = p0 = 1 ⇒ O = {P1}. Dann ist also
xP1x

−1 = P1∀x ∈ Q. Daher ist QP1 = P1Q und mit (1.1.4) ist QP1 ≤ G

Klar ist: |P1| ≤ |QP1|. Nach 1.3.12 ist |QP1| = |Q||P1|
|Q∩p1| = |P1||Q : Q ∩ P1|. Also ist QP1 eine

p-Untergruppe von G.
Also ist wegen |P1| ≤ |QP1| die Ordnung |Q · P1| von QP1 gleich P1 = pa und daher
|Q ∩ P1| = |Q| ⇒ Q ⊆ P1 ∈ Sylp(G). Dies zeigt 3).

Seien Q,P ∈ Sylp(G)⇒ (nach vorigem Schritt) ∃g ∈ G : Q ≤ gPg−1. Wegen |Q| = |P | = pa

ist Q = gPg−1.

2. Beweis für Existenz von p-Sylowuntergruppen:
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Induktion über |G|
|G| = 1 trivial
p - |G| trivial
|G| = pam mit p - m > 1, und sei die Behauptung beweisen für alle Gruppen |H| mit
|H| < |G|.
Besitzt G eie echte Untergruppe H mit p - [G : H], so ist jede p-Sylowgruppe von H eine
p-Sylowgruppe von G und wir sind fertig.
Ohne Einschränkung gelte H � G⇒ p | [G : H]
Klassengleichung 1.3.13:

|G| = |Z(G)|+
l∑

i=1

[G : CG(gi)] mit {g1, . . . , gl} Repräsentanten von Konjugationsklassen von

G der Größe > 1.
Für 1 ≤ i ≤ l ist CG(gi) � G und daher p | [G : CG(gi)]
Also teilt p | Z(G) = abelsche Gruppe. Also ist |Z(G)| > 1.
⇒ G besitzt eine normale Untergruppe N (≤ Z(G)) der Ordnung p. |G/N | = pa−1m <
pam⇒ ∃P ∈ Sylp(G/N)

Sei P = volles Urbild von P in G⇒ N E P, P/N = P ⇒ |P | = pa ⇒ P ∈ Sylp(G).

Korrolar: Sei |G| = pam, pa = |G|p. Dann gibt es für 1 ≤ b ≤ a eine Untergruppe H von
G mit |H| = pb (Weil P ∈ Sylp(G) eine p-Gruppe, daher nilpotent und damit auflösbar ist.
Wir können H ≤ P wählen!).

3.1.3 Korrolar: |Sylp(G)| ist Teiler von |G|p′ = |G|
|G|p (|G| = pam, p - m)

Beweis: G operiert auf Sylp(G) per Konjugation transitiv. Also ist P ∈ Sylp(G), so ist
|Sylp(G)| = [G : StabG(P )]. Wegen P E NG(P ) ≤ G ist daher |Sylp(G)| Teiler von m.

3.1.4 Korrolar: (Cauchy’s Theorem) G hat ein Element der Ordnung p (p | |G|)
3.1.5 Satz: Sei N E G(N 6= G), und sei P ∈ Sylp(G). Dann ist PN/N ∈ Sylp(G/N) und
P ∩N ∈ Sylp(N).
Beweis: [G/N : PN/N ] = [G : PN ] wegen 3. Isosatz. PN/N ∼= P/(P ∪ N) ⇒ PN/N ist
Gruppe.
p - [G : P ] = |G|p′ ⇒ [G : PN ] ist Teiler von m, wird nicht von p geteilt.
⇒ PN/N ∈ Sylp(G/N).

Nach 1.3.12 ist [PN : P ] = |P |·|N |
|P∩N ||P | = |N |

|P∩N | ⇒ (nach oben) P ∩N ist p-Untergruppe von N

mit [N : P ∩N ] wird nicht von p geteilt. Also ist P ∩N ∈ Sylp(N).
Vorsicht: H ≤ G; H ∩ P ∈ Sylp(H) für P ∈ Sylp(G)

3.1.6 Satz: Sei H ≤ G,P ∈ Sylp(G). Dann gibt es g ∈ G so, dass gPg−1 ∩H ∈ Sylp(H) ist.
Beweis: Sei Q ∈ Sylp(H)⇒ ∃P ′ ∈ Sylp(G) mit Q ⊆ P ′ ⇒ ∃g ∈ G mit P ′ = gPg−1 ∩H ⊇ Q
Klar: Q = P ′ ∩H (warum?)

Anwendungen:
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3.1.7 Satz (
”
pq-Theorem“): Seien p, q Primzahlen mit p > q. Sei G Gruppe mit |G| = p · q.

Dann ist G abelsch (und daher ∼= Cq·p ∼= Cq × Cp) oder p ≡ 1 mod q. Ist dies so, dann gibt
es bis auf Isomorphie genau eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung p · q.
Beweis: Sei P ∈ Sylp(G), Q ∈ Sylq(G) ⇒ |P | = p, |Q| = q ⇒ P ∼= Cp ∧ Q ∼= Cq. Wir haben
P ∩ Q = (1), und daher ist G = P · Q (1.3.12). Mit 3.1.3 folgt |Sylp(G)| | [G : P ] und mit
3.1.4 |Sylp(G)| ∼= 1 mod p
⇒ |Sylp(G)| = 1 = [G : NG(P )]⇒ NG(P ) = G⇒ P E G (p > q ⇒ q � 1 mod p).

Ist p � 1 mod q ⇒ (analog) Q E G⇒ G = P ×Q

Sei also p ∼= 1 mod q. Sei G nicht abelsch, ϕ : Q → Aut(P ) : x 7→ cx, cx : P → P : y 7→
xyx−1.
kerϕ 6= (1) ⇒ kerϕ = Q ⇒ ϕQ ⇒ (1) ≤ P und cx = idP ⇒ G = P × Q, G abelsch.
Widerspruch!
Also ist kerϕ = (1), d.h. ϕ ist injektiv. Sei P =< g >. Leicht: Sei 1 ≤ i ≤ p− 1, so induziert
g 7→ gi einen Automorphismus σi von P = Cp =< g >, und Aut(P ) = {σi|1 ≤ i ≤ p− 1} ist
zyklisch der Ordnung p− 1.

Nun ist q | p− 1, also hat Cp−1
∼= Aut(Cp) eine eindeutige Untergruppe der Ordnung q, und

diese ist isomorph zu Cq ∼= Q.
Also: Unter ϕ wird Q auf die eindeutig bestimmte Untergruppe der Ordnung q von Aut(P )
abgebildet.
Beachte: Ist ψ : Q → Aut(P ) ein Monomorphismus, so ist imϕ = imψ, es gibt aber viele
Monomorphismen von Q→ Aut(P ).
Für jeden solchen Monomorphismus ψ haben wir eine Gruppe P oψ Q.
Der nächste Satz zeigt: Alle diesen semidirekten Produkte sind isomorph. Also gibt es in
diesem Fall (p ∼= 1 mod q) genau eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung p · q.

3.1.8 Satz: Sei H zyklische Gruppe, N Gruppe. Seien ϕ, ψ Monomorphismen von H →
Aut(N) mit imϕ = imψ. Dann ist N oϕ H ∼= N oψ H.
Beweis: Sei H =< x >. Wegen ϕ(H) = ψ(H) ist < ϕ(x) >=< ψ(x) >≤ Aut(N). Es gibt
also a, b ∈ Z mit ϕ(x)a = ψ(x) und ψ(x)b = ϕ(x). Für s ∈ Z ist dann ϕ((xs)a) = ϕ(x)as =
ψ(x)s = ψ(xs), d.h. ϕ(ha) = ψ(h)∀h ∈ H, analog ψ(hb) = ϕ(h)∀h ∈ H.
Definiere τ : N oψ H → N oϕ H durch τ(n · h) = n · ha und λ : N oϕ H → N oψ H durch
λ(n · h) = n · hb
τ(n1h1n2h2) = τ(n1ψ(h1)(n2)h1h2) = n1ψ(h1)(n2)(h1h2)a = n1ϕ(ha1)(n2)ha1h

a
2 = n1h

a
1n2h

a
2 =

τ(n1h1)τ(n2h2)
⇒ τ (und analog λ) ist Gruppenhomomorphismus.
Nun ist τλ : nh 7→ τ(n · hb) = n · hba, aber ϕ(x) = ψ(x)b = (ϕ(xa))b = ϕ(xab) und ϕ ist
injektiv. Also ist x = xab und daher h = hab∀h ∈ H, also ist τλ = idNoϕH , λτ = idNoψH
Also sind τ, λ Isomorphismen und N oϕ H ∼= N oψ H, .
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III. Die spezielle und projektive lineare Gruppen

Erinnerung: A5 ist einfach A5 ≤ σ5, |σ5| = 5! = 120⇒ A5 = 60 = 3 · 5 · 22.

3.1.9 Satz: Sei G einfach, |G| = 60. Dann ist G ∼= A5.
Beweis: Sei n ∈ N und H � G mit [G : H] = n. Sei ρ : G → σn die Darstellung, die zu der
G-Menge G/H gehört. ⇒ ρ ist injektiv. Insbesondere ist |G| = 60 ≤ n!⇒ n ≥ 5.
Beh: G besitzt eine Untergruppe von H mit [G : H] = 5.
Angenommen, G besitzt keine solche Untergruppe: |Syl2(G)| 6= 1 teilt 3 · 5 = 15, sonst wäre
G nicht einfach. Sei P ∈ Syl2(G). Betrachte Möglichkeiten für |Syl2(G)|:
3: [G : NG(P )] = 3 < 5 Widerspruch!
5: [G : NG(P )] = 5 Widerspruch zur Annahme
Also ist [G : NG(P )] = 15 Seien S1, S2 ∈ Syl2(G), S1 6= S2. Sei 1 6= t ∈ S1 ∩ S2. V4 = C2 ×
C2, C4 sind die einzigen Gruppen der Ordnung 4. ⇒ S1 und S2 sind abelsch ⇒ |CG(t)| > 4
und 4 | |CG(t)|, da S1 ≤ CG(t).⇒ [G : CG(t)] ∈ {1, 3, 5} ⇒ [C : CG(t)] = 1⇒ t ∈ Z(G) E G
Widerspruch zur Einfachheit von G.
Also hat G : 15(4− 1) = 45 der Ordnung 2 oder 4. Da G einfach ist, gilt für P ∈ Syl5(G) :
1 6= [G : NG(P )] | 4 · 3 und [G : NG(P )] ∼= 1 mod 5, also nicht {1, 2, 3, 4, 12} - also hat
G genau 6 5-Sylowgruppen, und daher 6(5 − 1) = 24 Elemente der Ordnung 5. Also ist
|G| ≤ 45 + 24 > 60 Widerspruch. Also hat G eine Untergruppe H mit [G : H] = 5.
Sei wieder ϕ : G→ σ5 die Darstellung auf G/H. Diese ist injektiv, so ist G ohne Einschrän-

kung Untergruppe von σ5 vom Index 2, da die |G| = 60 = 120
2

= |σ5|
2

. Also ist G E σ5.
Angenommen G 6= A5 ⇒ |G · A5| > 60⇒ G · A5 = σ5.

Nach 1.3.12: |G ∩ A5| = |G||A5|
G·A5

= 30. Also ist G ∩ A5 Untergruppe von G vom Index 2 -
Widerspruch. Also G = A5.

3.1.10 Korrolar: PSL2(4) ∼= PSL2(5) ∼= A5, da PSL2(4) und PSL2(5) einfach mit Ordnung
60.

Bemerkung: Man kann zeigen: Alle anderen Gruppen PSLn(q) sind paarweise verschieden
(?).
Relativ leichte Übung: Ist G einfach und |G| < 60 so folgt G ∼= C|G|

3.1.11 Satz
”
Frattini Argument“: Sei G endliche Gruppe, N E G und P ∈ Sylp(N), p

Primzahl. Dann ist G = NG(P ) ·N .
Beweis: Sei g ∈ G. Wegen gNg−1 = N E G ist gPg−1 ⊆ N ⇒ gPg−1 ∈ Sylp)N). Also gibt
es n ∈ N : n(gPg−1)n−1 = P = ngP (ng)−1 ⇒ ng ∈ NG(P )⇒ g ∈ n−1NG(P ) ⊆ NNG(P ) =
NG(P )N .
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IV. Normalteilerstruktur

1. Satz von Jordan-Hölder

Sei im folgenden G eine beliebige Gruppe.

4.1.1 Definition: Sei Ω eine Menge, dann heißt G Gruppe mit Operatorenbereich Ω (kurz
Ω-Gruppe), falls es eine externe binäre Verknüpfung Ω×G→ G : (α, g) 7→ αg ∈ G gibt mit
α(g1g2) = (αg1)(αg2)∀g1, g2 ∈ G,α ∈ Ω.
Äquivalente Formulierung: Es gibt eine Abbildung von Ω→ {σ : G→ G | σ ist Gruppenhom.}.

Eine Untergruppe H der Ω-Gruppe G heißt zulässig (Ω-Untergruppe, H ≤Ω G), falls αh ∈
H∀h ∈ H,α ∈ Ω, und sie heißt zulässiger Normalteiler (Ω-Normalteiler, H EΩ G), wenn H
zusätzlich Normalteiler von G ist.

Klar: Homomorphismen von Ω-Gruppen: F : G→ X Gruppenhomomorphismus mit f(αg) =
αf(g), G,X Ω-Gruppen, g ∈ G,α ∈ Ω
Es gelten Isosätze, Kerne von Ω-Homomorphismen sind Ω-Normalteiler, Bilder sind Ω-
Untergruppen.
Eine Ω-Gruppe heißt einfach, falls sie keine nichttrivialen Ω-Normalteiler hat.

4.1.2 Beispiele: G : Ω-Gruppe

i) Ω = ∅: zulässigen Untergruppen = Untergruppe von G, zulässigen Normalteiler = Nor-
malteiler von G.

ii) Ω = Inn(G) (Ω = G operiert durch Konjugation auf G): zulässigen Untergruppen =
zulässigen Normalteiler = Normalteiler von G.

iii) Ω = Aut(G): zulässigen Untergruppen = char. Untergruppen von G.

iv) G = (R,+) = add. Gruppe eines Rings R mit 1 (alle Untergruppen sind Normalteiler)
Ω = R operiert auf G per Multiplikation von links (rechts). Die Ω-Untergruppen von
(R,+) sind genau die Linksideale (Rechtsideale) von R. Links-Rechts-Operation: Ω ×
G× Ω→ G : (α, g, β) 7→ αgβ mit (αg)β = α(gβ).
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IV. Normalteilerstruktur

Für (R,+) mit Ω = R sind dann die zulässigen Untergruppen die Ideale von R.

v) M = G = additive abelsche Gruppe mit R-Modul, R = Ring 3 1, M ist eine R-Gruppe
unter Linksmultiplikation mit Elementen von R.
Die zulässigen R-Untergruppen = zulässige R-Normalteiler = Untermoduln (analog für
Rechtsmoduln).

Jetzt sei Ω eine Menge und G eine Ω-Gruppe.

Definition: Eine endliche Folge G = G0 >Ω G1 >Ω G2 >Ω . . . >Ω Gr = (1) von Ω-
Untergruppen heißt Kompositionsreihe von G, falls Gi+1 EΩ Gi und Gi/Gi+1 ist einfache
Ω-Gruppe.

Beispiel: σ5 D A5 D (1) ist eine Kompositionsreihe mit
”
Kompositionsfaktoren“ σ5/A5

∼=
C2, A5 = A5/(1).

Definition: N ist maximale normale Ω-Untergruppe von G, falls G 6= N EΩ G und kein
Ω-Normalteiler von G echt zwischen N und G existiert ⇒ G/N einfache Ω-Gruppe.

Beachte: Für Ω-Gruppen gelten die 3 Isomorphiesätze, und daher der Korrespondenzsatz
1.1.11.

4.1.3 Satz: Endliche Gruppen (Ω = ∅) besitzen Kompositionsreihen. Beweis klar.

4.1.4 Korrolar: Sei G endliche Gruppe (Ω = ∅), und sei N E G. Dann besitzt G eine Kom-
positionsreihe

”
durch“ N, d.h. N kommt als eine der Untergruppen Gi vor.

Beweis: Sei N = N0 > N1 > N2 > . . . > Nk = (1) Kompositionsreihe von N und
G/N = H0 > H1 > . . . > Hr = (1) Kompositionsreihe von G/N , Gi = volles Urbild
von Hi in G/N , also Gi = {g ∈ G | gN ∈ Hi}.
1.1.11 ⇒ G = G0 > G1 > . . . > Gr−1 > N = N0 > . . . > Nk = (1) Kompositionsreihe von G
durch N .

4.1.5 Lemma: Sei G beliebige Ω-Gruppe mit einer Kompositionsreihe. Sei N EΩ G, dann
besitzt N ebenfalls eine Kompositionsreihe.
Beweis: Sei G = G0 > G1 > . . . > Gr = (1) Kompositionsreihe von G. Sei Ni = N ∩ Gi.
Dann ist N = N0 ≥ N1 ≥ . . . ≥ Nr = (1)
Dann ist Ni+1 = Gi+1 ∩ N E Ni = Gi ∩ N und Ni/Ni+1 = (N ∩ Gi)/(N ∩ Gi+1) = (N ∩
Gi)/((N ∩Gi)∩ (Gi+1)) ∼= (2. Isosatz) ((N ∩Gi)Gi+1)/Gi+1 E Gi/Gi+1 (Korrespondenzsatz)
Also ist, da Gi/Gi+1 einfach ist, entweder Ni/Ni+1 = (1) (d.h. Ni = Ni+1), oder Ni/Ni+1

∼=
Gi/Gi+1 einfach.
So erhalten wir eine Kompositionsreihe von N durch Streichung der Wiederholungen in
N = N0 ≥ N1 ≥ . . . ≥ Nr = (1).
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IV. Normalteilerstruktur

Definition: Eine Kette G = G0 > G1 > . . . > Gr = (1) heißt Ω-Subnormalkette, falls
Gi+1 EΩ G ist, und Ω-Normalkette, falls Gi EΩ G ist.

Seien G = G0 > G1 > . . . > Gr = (1) und G = H0 > H1 > . . . > Hr = (1) zwei
Subnormalketten derselben Länge r. Dann heißen diese äquivalent, fall es ein ρ ∈ σr gibt
mit Gi−1/Gi

∼= Hρ(i)−1/Hρ(i) für 1 ≤ i ≤ r.
Klar: Dies ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Subnormalketten der Länge r von
G.

4.1.6 Satz (Jordan-Hölder): Sei G eine Ω-Gruppe und besitze G eine Kompositionsreihe.
Dann haben je zwei Kompositionsreihen von G dieselbe Länge und sind äquivalent.
Konsequenz: In einer Kompositionsreihe einer Ω-Gruppe (= einfache Ω-Gruppen), sind
die vorkommenden einfachen Kompositionsfaktoren mit ihren Multiplizitäten eindeutig be-
stimmt (aber nicht die Reihenfolge).

Beweis: Seien G = G0 > G1 > . . . > Gr = (1) und G = H0 > H1 > . . . > Hs = (1) zwei
Kompositionsreihen von G.
Induktion über r:
r = 0: G = (1) trivial.
r = 1: G D (1) ist Kompositionsreihe ⇒ G ist einfach ⇒ s = s,H1 = (1).
Sei r > 1 und die Behauptung bewiesen für alle Ω-Gruppen mit einer Kompositionsreihe der
Länge < r.
Ist G1 = H1, so hat G1 = H1 die Kompositionsreihe G1 > G2 > . . . > Gr = (1) der Länge
r− 1 und H1 > H2 > . . . > Hs = (1), die nach Induktionsvoraussetzung äquivalent sind und
r − 1 = s− 1, also r = s und mit G/G1 = H/H1 fertig.
Sei also G1 6= H1. Wegen G1 E G0 = G,H1 E H0 = G ist G1 � G1H1 E G. Da G/G1 einfach
ist, ist also G1H1 = G.
Sei K = G1 ∩H1, dann ist G/G1

∼= H1/K und G/H1
∼= G1/K.

Also sind G1/K und H1/K einfache Ω-Gruppen.
Beachte K E G, also besitzt K eine Kompositionsreihe K = K0 > K1 > . . . > Kt = (1).
G1 > K0 > K1 > . . . > Kt = (1) ist Kompositionsreihe von G der Länge t + 1, die nach
Induktionsvoraussetzung äquivalent zu G1 > G2 > . . . > Gr ist, und t + 1 = r − 1, analog
t+ 1 = s− 1, also r = s.
Wegen G/G1

∼= H1/K und G/H1
∼= G1/K sind die ursprünglichen Kompositionsreihen

äquivalent.

4.1.7 Beispiele:

i) Ω = ∅, Kompositionsreihen sind Subnormalketten G = G0 > G1 > . . . > Gr = (1) mit
Gi+1 E Gi und Gi/Gi+1 einfache Gruppe.

ii) M ist R-Module, R = K-Algebra, dimK(M) <∞⇒M hat Kompositionsreihe.

iii) G ist Ω-Gruppe mit Ω = Inn(G), G = G0 > . . . > Gr = (1) mit Gi E G und Gi/Gi+1
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IV. Normalteilerstruktur

einfache Gruppe (
”
Normalreihe“, Hauptreihe mit Hauptfaktoren Gi/Gi+1)

iv) R = Ring 3 1, G = (R,+),Ω = R operiert durch Linksmultiplikation. Kompositionsrei-
he: R = R0 > . . . > Rr = (0), Ri Linksideale von R1, Ri/Ri+1 einfacher R-Modul.

v) R = Ring 3 1,M = abelsche Gruppe, R-Linksmodul. M = M0 > . . . > Mr = (0) mit
Mi/Mi+1 irreduzibler R-Modul.

Beachte: Ist G = G0 > G1 > . . . > Gr eine Hauptreihe für G, so ist Gi/Gi+1 minimaler
Normalteiler von G/Gi+1 (Korrespondenzsatz)

4.1.8 Satz: Ein minimaler Normalteiler einer endlichen Gruppe G ist direktes Produkt von
Kopien einer einzigen einfachen Gruppe.
Beweisidee: Sei (1) 6= N E G,N 6= G minimaler Normalteiler von G. Ist N einfachh, so sind
wir fertig.
Sei N nicht einfach und sei (1) 6= N1 maximaler echter Normalteilervon N . Seien N1, . . . , Nk

die verschiedenen G-konjugierten von N1 (Ni = giNg
−1
i für ein gi ∈ G). Nun ist giN1g

−1
i ⊆

giNg
−1
i = N ⇒ N1, . . . , Nk ≤ N . Es gilt also Ni E N

Man kann zeigen, dass alle N/Ni isomorph und einfach und N ∼= direktes Produkt eines
Teils der N/Ni. (Details Übung)

4.1.9 Satz: Endliche Gruppen besitzen eine Hauptreihe (Kompositionsreihe mit Ω = Inn(G)).
Jeder Hauptfaktor ist minimale normale Untergruppe einer Faktorgruppe von G und daher
direktes Produkt von Kopien einer einfachen Gruppe.
Beweis: Sei G endliche Gruppe. Induktion über |G|. |G| = 1 trivial.
Ist (1) 6= G und G einfach, so ist G > (1) eine Hauptreihe.
Sei also G nicht einfach und N 6= (1) minimaler Normalteiler von G. Nach Induktion besitzt
G/N eine Hauptreihe G/N = G0/N > G1/N > . . . > Gr/N = (1) mit Gi = volles Urbild
von (G/N)i in G ⇒ G = G0 > G1 > . . . > Gr = N > Gr+1 = (1) ist Hauptreihe für G.

Übung: Sei G Gruppe. Hat G eine Kompositionsreihe (Ω = ∅), so auch eine Hauptreihe
(Ω = Inn(G)).
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V. Lineare Darstellung

1. Grundlagen

a). Gruppenalgebren

Alle Ringe haben Einselement 1 = 1R, aber sind nicht notwendigerweise kommutativ.

Bekannt: Unterring, Rechts-/Linksideale (Reid,Liid), Ideale, Ringhomomorphismen, ker, im,
Faktorringe, Isosätze . . .

K = Körper: Selbe Liste für K-Algebren.

Allgemein: Λ = kommutativer Ring 3 1, Eine Λ-Algebra is ein Ring R mit Einselement zu-
sammen mit einem einserhaltenden Ringhomomorphsimus f von Λ→ Z(R) = {r ∈ R|rs = sr∀s ∈ R},
Z(R) ist immer ein Unterring von R, 1R ∈ Z(R), so dass gilt:
(Wir schreiben Λr statt f(Λ)r für λ ∈ Λ.r ∈ R)
λr = rλ∀r ∈ R (f nicht notwendigerweise injektiv)
Beachte: f : Λ/ ker f → Z(r) ist injektiv, d.h. R ist Λ-Algebra mit Λ = Λ/ ker f

Beachte:

i) Jeder Ring ist Z-Algebra durch z 7→ z · 1R.

ii) Unterringe einer Λ-Algebra sind nicht notwendigerweise Uneralgebren, aber Rechtsidea-
le und Linksideale sind es. Nicht jeder Ringhomomorphsimus zwischen Λ-Algebren ist
Algebra Homomorphismus (auch Λ-linear).

Beispiele:

i) Kn×n,EndK(V ), V = K-Vektorraum

ii) Auf R = C2 definieren wir eine Multiplikation durch (α, β)(γ, δ) = (αγ + βδ, αδ + βγ)
Übung: R ist 2-dimensionale kommutative C-Algebra. C-Basis: {e := (1, 0), a := (0, 1)}
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V. Lineare Darstellung

e · e = (1, 0)(1, 0) = (1, 0) = e, a · e = e · a = (0, 1) = a, a · a = (1, 0) = e
({e, a} , ·) = C2

5.1.1 Definition: Λ = kommutativer Ring 3 1, A = Λ-Algebra, so dass gilt:

i) Als Λ-Modul ist A frei mit einer Basis B so dass gilt:

ii) (B, ·) ∼= G = Gruppe

iii) Dann heißt A Gruppenalgebra über Λ der Gruppe G und wird mit ΛG bezeichnet.

Fragen:

i) G Gruppe, Λ = kommutativer Ring 3 1
Gibt es eine Gruppenalgebra ΛG?

ii) Gibt es genau eine Gruppenalgebra ΛG Ja (trivial)

iii) Bestimmt die Gruppenalgebra die Gruppe G, d.h. ist ΛG ∼= ΛH ⇒ G ∼= H? Nein!
|G| <∞. Klar |G| = |H|.
Λ = C: Viele Gegenbeispiele: CD8

∼= CQ8, . . .
Λ = Z (Highman, ∼ 1930) Vermutung: ZG ∼= ZH ⇒ G ∼= H? Nein, Gegenbeispiel:
|G| = |H| = 221 · 9728 (?) (Hertweck)
Es gibt kleinere! (aber nicht sehr viel kleinere)

5.1.3 Konstruktion von ΛG: Die Gruppenalgebra ΛG ist als Λ-Modul der freie Λ-Modul über

der Menge G, d.h. ΛG =
{∑

g∈G αgg | αg ∈ Λ, fast alle αg = 0
}

(
∑
λgg) + (

∑
µgg) =

∑
(V + µg)g

β(
∑
λgg) =

∑
(βλg)g

(
∑
αgg)(

∑
βhh) =

∑
g,h αgβh(g · h) =

∑
x(
∑

gh=x αgβh)x =
∑

x(
∑

g αgβg−1x)x

5.1.4 Satz: Seien Λ, G, ΛG wie oben beschrieben. Dann ΛG assoziative Λ-Algebra mit Eins-
element 1ΛG =

∑
αgg mit αg = 1 für g = 1 und sonst 0. (αg = 1G). Durch g : 7→

∑
h ahh

mit ah = 1 für h = g und 0 sonst wird G in ΛG eingebttet und bildet eine Λ-Basis von ΛG.
Beweis: Trivial.

Andere Notation:
∑
αgg 7→ Abbildung G→ K : g 7→ αg ∈ Λ mit αg = 0 für fast alle g.

ΛG =
{
f inΛG | f(g) = 0 für fast alle g ∈ G

}
x, y ∈ ΛG ⊆ ΛG : Für g ∈ G ist (x + y)(g) = x(g) + y(g), (λx)(g) = λx(g), (xy)(g) =∑

h x(h)y(h−1g)
”
Faltung“

Erinnerung: A = Λ-Algebra, M = A-Linksmodul, d.h. (M,+) ist abelsche Gruppe mit
binärer Operation von A×M →M : (a,m) 7→ am mit 1Am = m, (ab)m = a(bm), a(m+n) =
am+ an, (a+ b)m = am+ bm∀a, b ∈ A,m, n ∈M
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V. Lineare Darstellung

Amod = Klasse der A-Linksmoduln, mod
A = Klasse der Rechtsmoduln.

Definition: G = Grupoe, K = Körper. Eine (lineare)-Darstellung von G vom Grad n ist ein
Homomorphismus ρ : G → GLn(K) lineare Darstellung von G über dem K-Vektorraum V
ist ein Homomorphismus ϕ : G→ Autk(V ).

Klar:

G
ϕ
> AutK(V )

∼
Wahl der Basis

> GLn(K) n = dimV (K)

KG
∨

∩

> EndK(V )
∨

∩

∼
Wahl der Basis

>Mn×n(K)
∨

∩

Für eine K-Algebra A ist eine Darstellung von A über dem K-Vektorraum V ein K-Algebra-
Homomorphismus A→ EndK(V ) ∼= Mn×n(K)(dimK V = n)
Sei ρ : KG→ EndK(V ) Darstellung. Dann wird V zum KG-Modul durch x ·m = (ρ(x))(m)
für y ∈ KG und m ∈ V .
Umgekehrt: Ist V ein A-Modul, so wird durch ρ : A → EndK(V ) : a 7→ λa, λa(v) = av für
a ∈ A, v ∈ V eine Darstellung von A über V definiert.
So: Konzept der Darestellungen von A ist äquivalent zum Konzept der A-Moduln. (Vgl.
Permutationsdarstellungen).
Homomorphismen von A-Moduln: Klar.
Homomorphismen von Darstellungen: Seien ρ : A → EndK(V ), ψ : A → EndK(W ) Darstel-
lungen von A. Ein Homomorphismus von ρ nach ψ ist ein K-lineare Abbildung f : V → W ,
so dass ∀a ∈ A : f ◦ ρ(a) = ψ(a) ◦ f

V
f
> W

V

ρ(a)
∨ f

> W

ψ(a)
∨

Beachte: W = V mit f ∈ AutK(V ) Homomorphismus von ρ nach ψ ⇔ ψ(a) = f ◦ ρ(a) ◦
f−1∀a ∈ A
dimK(V ) = n, ρ̃ : A → Mn×n(K), ψ̃ : A → Mn×n(K) zugehörige Matrixdarstellungen nach
Wahl einer Basis B, so kann man f als Basiswechsel interpretieren: mid(C,B) = mf (B,B)
für Basis C von V .
mψ̃(C, C) = mid(C,B)mρ̃(B,B)mid(B, C) (Details: Übung)

Definition: SeienA,B Λ-Algebren mit 1 und seiM einA-Linksmodul und einB-Rechtsmodul.
M heißt A-B-Bimodul falls gilt:
∀α ∈ A, β ∈ B,m ∈M : (αm)β = α(mβ)
(M A-Linksmodul und B-Linksmodul: α(βm) = β(αm))
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V. Lineare Darstellung

Beachte: Für die zugehörigen Darstellungen bedeutet das: λα : M → M : m 7→ αm, ρβ :
M →M : m 7→ mβ
(Abbildung ρ : B → EndΛ(M) ist Antihomomorphismus, d.h. ρβργ = ργβ für γ, β ∈ B)
Bedingung ⇔ λαρβ = ρβλα∀α ∈ A, β ∈ B
d.h. λα und ρβ zentralisieren einander in EndΛ(M) (∀λ ∈ Λ,m ∈ m : λm = mλ)

5.1.3 Beispiel: M ∈ Amod = {Links-A-Moduln}. Sei E = EndA(M). E operiert auf M von
rechts.
E = {b ∈ EndΛ(M) | (am)b = a(mb)∀a ∈ A,m ∈M}
Dann ist E Λ-Algebra und M ein A-E-Bimodul.
Beweis: A = Λ-Algebra ⇒ M ist Λ-Modul durch Einschränken, λm = (λ1A)m. Durch
λm = mλ wird M ein Λ-Rechtsmodul, da Λ kommutativ ist.
Ein A-Endomorphismus ist dann auch ein Λ-Endomorphismus, d.h. E = EndA(M) ⊆
EndΛ(M).

( Beachte: {Z-Moduln} = {Z-Bimoduln} = {abelsche Gruppen} )

Für b ∈ E, m ∈M und λ ∈ Λ sei λb ∈ EndA(M) definiert durch m(λb) = λ(mb) = (mb)λ =
m(bλ). So ist E eine Λ-Algebra. Rest klar.

Bemerkung: A und B seien Λ-Algebren, M ein A-Links- und B-Rechtsmodul. λ : A →
EndΛ(M) : a 7→ λa, ρ : B → EndΛ(M) : b 7→ ρb, ρb(m) = mb
ρ Antihomomorphismus, λ Homomorphismus von Λ-Algebra
B̃ = im ρ ⊆ EndΛ(M) ⊇ Ã = imλ

(R Ring, Ropp = Ring auf Menge R mit Multiplikation ∗ gegeben durch r ∗ s = sr∀r, s ∈ R)

Dann ist M ein A-B-Bimodul⇔ B̃ ⊆ EndA(M) ⊆ EndΛ(M)⇔ Ã ⊆ EndB(M) ⊆ EndΛ(M)

Man sagt: M erfüllt Schur-Wyl-Dualität oder ist balanced oder erfüllt Bizentralisatoren
Eigenschaft, falls gilt: B̃ = EndA(M), Ã = EndB(M).

 Ausrechnen von EndA(M) : Λ = K Körper, M ∈ Λmod, dimKM = n < ∞, ρ : A →
Mn×n(K) zugehörige Matrixdarstellung.
Ga : ρ(a)X = Xρ(a), X ∈Mn×nK. Um E auszurechnen genügt es die Gleichunssysteme Ga

für a ∈ A simultan zu lösen.
Angenommen, a1, . . . , ak ∈ A so, dass A die kleinste Unteralgebra von A ist, die a1, . . . , ak
enthält, d.h. {a1, . . . , ak} erzeugt die K-Algebra A, dann genügt es ρ(ai)X = Xρ(ai) simultan
zu lösen  mühsamer Weg um E auszurechnen.
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b). Tensorprodukte

A,B,C seien Λ-Algebren, Λ kommutativer Ring 3 1. AmodB := {A-B-Bimoduln}

Definition: Sei M ∈ AmodB, N ∈ BmodC . Eine Abbildung f : M ×N → U ∈ AmodC heißt
A-C-bilinear und B-balanced, falls gilt ∀a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C,m,m1,m2 ∈M,n, n1, n2 ∈ N :

i) f ist bilinear, d.h. f(m1 + m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n), f(m,n1 + n2) = f(m,n1) +
f(m,n2)

ii) f(am, n) = af(m,n)

iii) f(m,nc) = f(m,n)c

iv) f(mb, n) = f(m, bn)

Ein Tensorprodukt M ⊗B N ∈ AmodC über B ist ein A-C-Bimodul zusammen mit einer
A-C-bilinearen, B-balanced Abbildung η : M ×N → M ⊗B N so, dass folgende universelle
Eigenschaft gilt:

M ×N
η
> M ⊗B N

U ∈ AmodC

∃!f̂
∨f >

mit f̂ ◦ η = f

A = freie abelsche Gruppe über
M ×N = {z1(m1, n2) + z2(m2, n2) + . . .+ zk(mk, nk) | mi ∈M,ni ∈ N, k ∈ N, zi ∈ Z}
I = {(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n), (m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2), (mb, n)− (m, bn)}
(b ∈ B,m,m1,m2 ∈M,n, n1, n2 ∈ N)

A ist A-Linksmodul durch a(
∑
zi(mi, ni)) = (

∑
zi(ami, ni)), C-Rechtsmodul analog.

cA ∈ AmodC , I ist A-C-invariant ⇒< I > ist A-C-Unterbimodul.
M ⊗B N = A/ < I >∈ AmodC
η : M ×N →M ⊗B N : (m,n) 7→ (m,n)+ < I >= m⊗ n (einfacher Tensor)
Klar: {m⊗ n | m ∈M,n ∈ N} erzeugt M ⊗B N , d.h.

M ⊗B N =
{∑k

i=1mi ⊗ ni | mi ∈M,ni ∈ N, k ∈ N
}

Bemerkung: M ∈ AmodB ⊆ modB, N ∈ Bmod.
Bilde M ⊗B N mit M nur als B-Rechtsmodul. X̃ = M ⊗B N mit M als A-B-Bimodul.
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Dann ist X ∈ Amod und X ∼= X̃ als A-Linksmodul.

Für a ∈ A definiere eine Abbildung fa : M ×N →M ×N : (m,n) 7→ (am, n)
A-Z-bilinear, B-balanced (wegen (am)b = a(mb), da M A-B-Bimodul).

M ×N
η
> M ⊗B N

M ⊗B N

∃!f̂a
∨fa >

mit f̂a(
∑
mi ⊗ ni) =

∑
ami ⊗ ni

5.2.1 Fakten:

i) M ∈ Amod, A ∈ AmodA ⇒ A⊗AM ∼= M
Beweis: f(a,m) = am

A×M
η
> A⊗AM

M

f̂
∨f >

f̂(
∑
ai ⊗mi) =

∑
aimi ∈M, f̂−1 : M → A⊗AM : m 7→ 1A ⊗m ∈ A⊗M

ii) Tensorprodukte vertauschen mit direkten Summen: (⊕i∈I)⊗A N ∼= ⊕i∈I(Mi ⊗N)
M ∼= ⊕i∈IAi, Ai ∼=A A,N ∈ Amod
M ⊗I N = (⊕i∈IAi)⊗N ∼= ⊕i∈I(Ai ⊗N) ∼= N = ⊕i∈INi mit Ni

∼= N als A-Modul.

iii) ( AM ⊗BN)⊗C LD ∼= AM ⊗B(N ⊗C L)D Assoziativität, N ∈ BmodC

Beispiel: X := Z/zZ⊗Z Z/3Z = (0)
1 = 2 · 2− 3
a ⊗ b ∈ X : a ⊗ b = 1a ⊗ b = (4 − 3)(a ⊗ b) = 4(a ⊗ b) − 3(a ⊗ b) = (4a) ⊗ b − a ⊗ (3b) =
0⊗ b− a⊗ 0 = 0

5.2.2 Wichtiges Beispiel: K Körper, G Gruppe, H ≤ G. M ∈ KHmod
Beachte: KG ∈ KGmodKH
So: KG⊗KH M ∈ KGmod
Wir schreiben: IndGHM = der von H nach G induzierte Modul.

Seien M,N ∈ KHmod, f : M → N KH-linear. Dann ist idKG⊗f : KG⊗KHM → KG⊗KH
N KG-linear.
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5.2.3 Lemma: Seien M1,M−2 ∈ RmodS, R, S, T Λ-Algebren, N1, N2 ∈ SmodT , f : M1 →M2

R-S-linear, g : N1 → N2 S-T -linear.
Dann wird durch f ⊗ g : M1 ⊗S N1 → M2 ⊗S N2 : m ⊗ n 7→ f(m) ⊗ g(n) eine R-T -lineare
Abbildung definiert.
Beweis: Wir definieren Abbildung f × g : M1 ×N1 →M2 ⊗S N2 : (m,n) 7→ f(m)⊗ g(n).
Leicht: f × g ist R-T -linear und S-balanced. ((f × g)(rm, n) = f(rm) ⊗ (g(n) = r(f(m) ⊗
g(n)), (f × g)(ms, n) = f(ms) ⊗ g(n) = f(m)s ⊗ g(n) = f(m) ⊗ sg(n) = f(m) ⊗ g(sn) =
(f × g)(m, sn))

M1 ×N1

η
> M1 ⊗N1

M2 ⊗N2

∃!f̂ × g = f ⊗ g
∨f × g >

Sei {gi | i ∈ I} Vertretersystem der Linksnebenklassen von H in G, d.h. G =
•⋃
i∈I
giH. Sei

g ∈ G, dann ∃!i ∈ I, h ∈ H : g = gi · h.
Also lässt sich jedes x ∈ KG eindeutig als Linearkombination x =

∑
i∈I giyi mit yi ∈ KH

(fast alle 0) schreiben. (x =
∑

g∈G λg · g =
∑

i∈I gi(
∑

h∈H λgihh), λg ∈ K fast alle 0)

Also: KGKH = ⊕i∈IgiKH, (KH-Rechtsuntermoul von KGKH , giKH ∼= KH als KH-
Rechtsmodul)
KGKH ist frei als KH-Modul, mit KH-Basis gi.
Nun ist giH ⊗KH M = gi ⊗KH M
Wir haben gezeigt: IndKGKHM = KG ⊗KH M ∼= ⊕i∈Igi ⊗ M (mit gi ⊗ M ∼= M als K-
Vektorraum) ∼= ⊕|I| vielen Kopien vn KH als Vektorraum.
(gi ⊗M ist ein giKHg

−1
i -Modul)

Allgemein: S ⊆ R Ringe, M ∈ Smod, RRS ∈ RmodS, IndRS = R⊗S M ∈ Rmod
Im allgemeinen ist aber RS nicht frei. Es kann durchaus passieren, dass R⊗S M = (0).

5.2.4 Lemma: Sei A,B K-Algebren, K Körper. Dann wird A⊗K B zur K-Algebra vermöge
der folgenden Multiplikation:
(a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = (a1a2)⊗ (b1b2)
Problem: Ist diese Multiplikation wohldefiniert?
Beweis: Übung

5.2.5 Korrolar: Seien M ∈ Amod, N ∈ Bmod. Dann wird M⊗KN ein A⊗KB-Modul durch:
(a⊗ b)(m⊗ n) = am⊗ bn

5.2.6 Beobachtung: Sind G,H Gruppen, so ist K(G×H) ∼= KG⊗K KH
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Beweis: LAAG⇒ KG⊗K KHG hat Basis B = {g ⊗ h | g ∈ G, h ∈ H}
(g1 ⊗ h1)(g2 ⊗ h2) = (g1g2)⊗ (h1h1)
⇒ B ist Gruppenbasis von KG⊗K KH,B ∼= G×H als Gruppe

Ist X Grupe, f : X → G × H Gruppenhomomorphismus. So kann dieser zu einem K-
Algebrahomomorphismus f : KX → KG⊗K KH fortgesetzt werden.

5.2.7 Definition: Sei G Gruppe, dann wird durch ∆g = (g, g) ∈ G × G ein injektiver Grup-
penhomomorphismus ∆ : G → G × G definiert. Es ist Λ(

∑
λgg) =

∑
λg(g ⊗ g). Sind

M,N ∈ KGmod, so wird M ⊗K N ein KG-Modul durch Einschränken auf der KG⊗K KG-
Operation aus 5.2.5 auf M ⊗K M auf im ∆ ∼= G. So gilt: g ∈ G,m ∈ M,n ∈ N ist
g(m⊗ n) = gm⊗ gn.
Vorsicht: Sei x =

∑
λgg ∈ KG,m ∈M,n ∈ N :

x(m⊗ n) = (
∑
λgg)(m⊗ n) =

∑
λg(gm⊗ gn)

xm⊗ xn = (
∑
λggm)⊗ (

∑
λhhn) =

∑
g∈G,h∈H

λgλh(gm⊗ hn)

Also ist i.A. x(m⊗ n) 6= xm⊗ xn

c). KG-Moduln Grundlagen

A = K-Algebra, K Körper, M ∈ Amod. Ist m ∈ M , so ist A · m = {a ·m | a ∈ A} ein
A-Untermodul.
Ist S ⊆ M , so ist < S >=< S >A-Modul=

∑
s∈S As ≤ M der von S erzeugte Untermodul

von M.
< S >=

⋂
U≤M,s≤U U = kleinste Untermodul von M , der S enthält. S ⊆ M heiß Erzeugen-

densystem von M falls < S >= M .
M heißt endlich erzeugt, falls M ein endliches Erzeugendensystem hat.
M heißt zyklischer A-Modul, falls M = A ·m für ein m ∈M .

5.3.1 Satz: Sei M ∈ Amod. Dann ist M zyklisch⇔M ist epimorphes Bild von AA ∈ Amod.
Beweis:

”
⇒“: Sei M = Am zyklischer Modul. Definiere f : AA → m : a 7→ a · m. f ist

A-linear: f(ba) = (ba)m = b(am) = bf(a), f(a+ b) = (a+ b)m = am+ bm = f(a) + f(b).
Klar: Wegen M = Am ist f Epimorphismus von AA auf M . M ∼= AA/ ker f, ker f =
{a ∈ A | am = 0} = annA(m).

”
⇐“: Sei f : AA→M Epimorphismus, m = f(1). Sei x ∈M,a ∈ A : f(a) = x

Dann ist x = f(a) = f(a · 1) = af(1) = am. Also ist M = Am zyklischer Modul.

Beispiel: M ∈ Amod irreduzibel, 0 6= m ∈M . (0) 6= Am ≤M ⇒ Am = M ⇒M zyklisch.

5.3.2 Satz: Sei A endlich dimensionale K-Algebra und sei M ∈ Amod endlich erzeugt. Dann
ist dimKM <∞ und M besitzt eine Kompositionsreihe.
Beweis: M =

∑k
i=1Ami,∃mi ∈M,k ∈ N
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Ami ist zyklischer Modul und daher epimorphes Bild von AA. Wegen dimK( AA) < ∞ ist
dimK(Ami) <∞, und daher dimKM ≤

∑k
i=1 dimK(Ami) <∞.

Da jeder A-Untermodul von M insbesondere ein K-Untervektorraum von M ist, muss jede
echt absteigende Kette von A-Untermoduln von M terminieren. Also hat M eine Komposi-
tionsreihe und Jordan-Hölder gilt.

5.2.3 Korrolar: Sei A K-Algebra. Dann ist jeder einfache A-Modul zyklisch und daher epi-
morphes Bild vom regulären A-Modul AA. Ist insbesondere dimK A <∞, so sind alle irredu-
ziblen A-Moduln endlich dimensional. Wegen dimK A <∞ hat AA eine Kompositionsreihe
und daher kommen nur endlich viele Kompositionsfaktoren vor. Also gibt es nur endliche
viele nicht isomorphe irreduziblen A-Moduln.
Beweis: Sei M ∈ Amod irreduzibel, und sei M 6= (0). Sei 0 6= m ∈ M ⇒ M = A · m, da
0 6= Am ≤M und M irreduzibel. Also ist Am = M , d.h. M ist zyklisch. Rest folgt.

Bemerkung: Es ist im Allgemeinen falsch, dass jeder irreduzible A-Modul als Untermodul
von AA vorkommt! Für Gruppenalgebren KG, |G| <∞, stimmt dies aber!

Beispiele von KG-Moduln:

i) KGKG ist der reguläre KG-Modul. Die zugehörige (Matrix-)Darstellung ρ : G →
M|G|×|G|(K):
B = G = Basis von KGKG geordnet
Sei g ∈ G. Dann ist g ·h ∈ G für ein h ∈ G. Man erhält die Permutationsmatrix, die die
Linksmultiplikation von g auf G darstellt.

ii) Allgemeiner: Sei Ω endliche G-Menge, und sei ρ : G→ σΩ die zugehörige Permutations-
darstellung. Ordne Ω = {ω1, . . . , ωk}.

ρ : G > σk ∼= W ≤ GLn(K)

KG
∨

∩

>Mk×k(K)

Modul: V = (freie) K-Vektorraum mit Basis Ω, σΩ ⊆ EndK(V )
ρ : KG→ EndK(V ) : g 7→ Permutationsmatrix. V ∈ KGmod

”
Permutationsmodul“

iii) Der triviale KG-Modul ist K mit G-Operation g · λ = λ∀g ∈ G, λ ∈ K.
Das heißt G operiert

”
trivial“ auf K. Die zugehörige Darstellung ist gegeben als Grup-

penhomomorphismus G → K∗ : g 7→ 1K bzw. ρ : KG → K :
∑
λgg 7→

∑
λg, fast alle

λg = 0 (Epimorphismus).
Es ist der ker ρ =< g − 1 | g ∈ G >IdealE KG.
( Für S ⊆ A = K-Algebra: < S >A=

⋂
IEA,S⊆I I = kleinstes Ideal von A, das S als

Teilmenge enthält =
∑

s∈S AsA )
dimK(ker ρ) = |G| − 1
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Das Ideal < g − 1 | g ∈ G >Ideal heißt Augmentationsideal von G und wird mit ΩKG
bezeichnet.

iv) Sei H ≤ G, HK triviale KH-Modul, G =
•⋃
i∈I
giH, {gi | i ∈ I} Vertretersystem von H-

Linksnebenklassen in G.
G operiert auf G\H = {gi | i ∈ I} durch Linkstranslation: Für g ∈ G, i ∈ I gibt es
genau ein j ∈ I und h ∈ H : ggi = gjh
g · gi ⇒ gj ist Permutationsdarstellung.
Sei V der K-Vektorraum mit Basis gi, i ∈ I. Dann wird V zum KG-Modul nach ii).
ϕ : KG ⊗KH K ⇒ V :

∑
i∈I αigi ⊗ 1k 7→

∑
i∈I αigi, d.h. Permutationsmodul von der

G-Menge G\H ist KG⊗KH K = IndKGKH(HK)

Umgekehrt: Ist Ω eine G-Menge und ohne Einschränkung transitiv (disjunkte Vereini-
gung von Orbits ↔ direkte Summe der zugehörigen Permutationsmodule).
Sei Ω = (ω1, . . . , ωk), H = StabG(ω1). Dan ist der Permutationsmodul nach ii) isomorph
zu KG⊗KH K = IndGH(HK).

v) Sei V ∈ KGmod, V ∗ = HomK(V,K). Dann wird V ∗ zum KG-Modul durch f ∈ V ∗, g ∈
G, v ∈ V : (gf)(v) := f(g−1v).
D.h. für fast alle λg = 0: ((

∑
λgg)f)(v) =

∑
λgf(g−1v) ∈ K

5.2.4 Lemma: Sei A,B,C,D, . . . K-Algebren, AMB ∈ AmodB, ANC ∈ AmodC . Dann wird
F := HomA( AMB, ANC) ∈ BmodC durch:
(bf)(m) := f(mb), (fc)(m) := f(m)c

Analog: Ist M ∈ AmodB, N ∈ CmodB ⇒ F := HomB( AMB, CNB) ∈ CmodA durch:
(cfa)(m) := c · f(am)

Beweis: bf ist wohldefinierte Abbildung von M → N . Zu zeigen: bf ist A-linear:
(bf)(m1 +m2) = f((m1 +m2)b) = f(m1b+m2b) = f(m1b) +f(m2b) = (bf)(m1) + (bf)(m2)
(bf)(am) = f((am)b) = f(a(mb)) = a · f(mb) = a · (bf)(m)

Weiter ist z.Bsp:
((b1b2)f)(m) = f(m(b1b2)) = f((mb1)b2) = (b2f)(mb1) = (b1(b2f))(m) usw. (Übung)

Also ist HomA(M,N) ein Links-B-Modul, jetzt Rechts-C-Modul: (fc)(m1 +m2) = f(m1 +
m2)c = (f(m1) + f(m2))c = f(m1)c+ f(m2)c = (fc)(m1) + (fc)(m2)
(fc)(am) = f(am)c = (a · f(m))c = a(f(m)c) = a(fc)(m)
(f(c1c2))(m) = f(m)(c1c2) = (f(m)c1)c2 = (fc1)(m)c2 = ((fc1)c2)(m) usw.

und: ((bf)c)(m) = ((bf)(m))c = (f(mb))c = (fc)(mb) = (b(fc))(m), damit ist HomA(M,N)
ein B-C-Bimodul.

Beispiel: V ∈ Amod⇒ V ∗ ∈ modA, V
∗ = HomK( AVK , KK) ∈ modA

f ∈ V ∗, a ∈ A : (fa)(v) = f(av)

5.2.5 Lemma: Sei A K-Algebra, ι : A → Antihomomorphismus von K-Algebren, d.h. ι ist
K-linear, ι(a1a2) = ι(a2)ι(a1).
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Sei V ∈ Amod. Dann wird V ∈ modA durch v.a = ι(a)v
Beweis: v.(a1 + a2) = ι(a1 + a2)v = ι(a1)v + ι(a2)v = v.a1 + v.a2 und
v.(a1a2) = ι(a1a2)v = ι(a2)ι(a1)v = ι(a2)(va1) = (va1).a2 usw.

5.2.6 Lemma: Sei G Gruppe. Dan induziert g 7→ g−1 einen Antihomomorphismus von KG
in KG (

∑
λgg 7→

∑
λgg

−1).

5.2.7 Korrolar: V ∈ KGmod. Dann wird V ∗ = HomK(V,K) zumKG-Modul durch (gf)(v) :=
f(g−1v).

5.2.8 Korrolar: Seien V,W ∈ KGmod. Dann wird HomK(V,W ) zum KG-Modul durch
(g.f)(v) := gf(g−1v)
(Da HomK(KV VK , KGWK) ∈ KGmodKG)
Beweis: HomK(KGV , KGW ) ∈ KGmodKG durch (gfh)(v) = gf(hv) für f ∈ HomK(V,W ), g, h ∈
G, v ∈ V . Also ein KG⊗K KGop-Modul.
Mit ∆ : G⇒ G×Gop : g 7→ (g, g−1) wird daher HomK(V,W ) zum Links-KG-Modul durch
Einschränken.
(g ⊗ g−1)f = gfg−1

Beachte: (g.f)(v) = g(f(g−1v))⇒ ((g1, g2).f)(v) = (g1g2)(f(g−1
2 g−1

1 v)) = g1(g2f(g−1
2 (g−1

1 v))) =
g1((g2f)(g−1

1 v)) = (g1.g2.f)(v)

5.2.9 Definition und Lemma: Sei M ∈ KGmod. Dann ist MG = {m ∈M | gm = m∀g ∈ G}
der größte Untermodul von M , auf dem G trivial operiert. MG ist direkte Summe von
dimK(MG) vielen Kopien des trivialen G-Moduls K. Die ELemente von MG werden G-
Invarianten genannt.
Beweis: leicht.
(i | i ∈ I) K-Basis von MG ⇒MG =

⊕
i∈I Kvi, Kvi

∼= K = trivialer KG-Modul

5.2.10 Satz: Sei M,N ∈ KGmod und sei HomK(M,N) ∈ KGmod wie in 5.2.8. Dann ist
HomK(M,N)G ∼= HomKG(M,N) (als K-Vektorraum).
Beweis: Sei f ∈ HomK(M,N). Dann ist f ∈ HomK(M,N)G ⇔ g.f = f∀g ∈ G⇔ (g.f)(v) =
f(v) = gf(g−1v)∀g ∈ G, v ∈M ⇔ f(gv) = gf(v)⇔ f ∈ HomKG(M,N)

5.2.11 Satz: Sei U, V ∈ KGmod endlicher Dimension. Dann ist HomK(U, V ) ∼= U∗ ⊗ V als
KG-Moduln.

Spezialfall: U = V, dimK(V ) <∞. Dann ist EndKG(V ) ∼= (V ∗ ⊗ V )G als K-Vektorraum.

Beweis 5.2.11: U∗ ist G-Modul durch: α ∈ U∗ : (gα)(u) = α(g−1u) (siehe weit oben), und
daher wird U∗ ⊗ V zum G-Modul durch g(α⊗ v) = (gα)⊗ (gv).
Definiere Γ : U∗ ⊗K V → HomK(U, V ) durch α⊗ v 7→ Aα,v mit Aα,v(u) := α(u) · v ∈ V .
Klar ist: Aα,v ist Abbildung U → V . Zu zeigen: Aα,v ist K-linear:
Aα,v(u1 + u2) = (α(u1 + u2))v = (α(u1) + α(u2))v = α(u1)v + α(u2)v = Aα,v(u1) + Aα,v(u2)
Aα,v(λu) = λAα,v(u) ebenso. So ist Aα,v ∈ HomK(U, V ).
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Definiere Γ̂ : U∗ × V → HomK(U, V ) : (α, v) 7→ Aα,v
Γ̂(α1 + α2, v)(u) = Aα1+α2,v(u) = ((α1 + α2)(u))v = (α1(u) + α2(u))v = α1(u)v + α2(u)v =
Aα1,v(u) + Aα2,v(u) = (Aα1,v + Aα2,v)(u)

⇒ Γ̂(α1 + α2, v) = Γ̂(α1, v) + Γ̂(α2, v)
Ähnlich Γ̂(α, v1 + v2) = Γ̂(α, v1) + Γ̂(α, v2), also Γ̂ bilinear.
λ ∈ K : Γ̂(αλ, v)(u) = Aαλ,v(u) = (αλ)(u)(v) = α(u)λv = Aα,λv(u) = Γ̂(α, λv), also ist Γ̂
auch K-balanced. Daher ist (universelle Eigenschaft) Γ wohldefinierte K-lineare Abbildung.

Ist (u1, . . . , un) K-Basis von U und (u∗1, . . . , u
∗
n) duale Basis (u∗i (uj) = δij), so kann jedes

Element von U∗ ⊗K V eindeutig als Summe
∑n

i=1 u
∗
i ⊗ xi mit xi ∈ V geschrieben werden.

(U∗ =
⊕n

i=1Ku
∗
i ⇒ U∗ ⊗K V ∼=

⊕n
i=1(u∗i ⊗ V ))

Sei 1 ≤ j ≤ n : Γ(
∑n

i=1 u
a
i st⊗ xi)(uj) =

∑n
i=1 Γ(u∗i ⊗ xi)(uj) =

∑
u∗i (uj)xi = xj

So Γ(
∑n

i=1 u
∗
i ⊗ xi) = 0⇔ xj = 0∀j ⇔

∑n
i=1 u

∗
i ⊗ xi = 0⇒ Γ injektiv.

Wegen dimK(U∗ ⊗ V ) = dimK(U∗) · dimK(V ) = dimK(U) · dimK(V ) = dimK(HomK(U, v))
ist Γ ein K-Isomorphismus.

Bleibt zu zeigen: Γ ist G-linear. g ∈ G,α ∈ U∗, v ∈ V, u ∈ U :
Γ(g(α× v))(u) = Γ(gα⊗ gv)(u) = Agα,gv(u) = (gα)(u) · gv = α(g−1u) · gv
(gΓ(α× v))(u) = (g.Aα,v)(u) = g · (Aα,v(g−1u)) = α(g−1u)gv

5.2.12 Satz: Seien U, V ∈ KGmod, |G| = n < ∞ und sei charK = p mit p - n, oder sei
charK = 0. Dann ist |G| · 1K 6= 0, d.h. 1

|G| = (|G| · 1K)−1 existiert in K.

Sei f : U → V K-linear. Definiere f̂G : U → V : u 7→ 1
|G|
∑

g∈G gf(g−1u); f̂G ist KG-linear.

f̂G = Tr(1)G(f)
”
Spur“.

Beweis: f̂G ist wohldefinierte Abbildung von U → V . f̂G(u1 +u2) = 1
|G|
∑
gf(g−1(u1 +u2)) =

1
|G|
∑
gf(g−1u1) + 1

|G|
∑
gf(g−1u2) = f̂G(u1) + f̂G(u2).f̂G(λu) = λf̂G(u) analog.

Also ist f̂G ∈ HomK(U, V ).
Sei h ∈ G, dann ist (hf̂G)(u) = h·f̂G(h−1(u)) = 1

|G|h(
∑

g gf(g−1(h−1u))) = 1
|G|
∑

g(hg)f((hg)−1u) =
1
|G|
∑

g gf(g−1u) = f̂G(u).

Also ist h.f̂G = f̂G, d.h. f̂G ∈ HomK(U, V )G = HomKG(U, V ).

5.2.13 Satz (Maschke): Sei G endliche Gruppe, charK = p ≥ 0. Sei p kein Teiler von |G|. Sei
U ∈ KGmod und V ≤ U . Dann ist V direkter Summand von U , d.h. ∃W ≤ U : V ∩W =
(0), V +W = U .
Beweis: LAAG⇒ ∃W̃ = K-Unterraum von U mit V+W̃ = U . Sei π̃ die natürliche Projektion
von U auf V entlang W̃ , d.h. u ∈ U ⇒ ∃!v ∈ V, ∃!w ∈ W̃ : u = v + w ⇒ π̃(u) = v.
⇒ π̃|V = idV , π̃|W̃ = 0.

Nach 5.2.12 ist π = TrG1 (π̃) KG-linear, π(u) = 1
|G|
∑

g∈G gπ̃(g−1u).

Sei v ∈ V ≤ U . Dann ist π(v) = 1
|G|
∑

g gπ̃(g−1v) = 1
|G|
∑

g gg
−1v = 1

|G|
∑

g v = v.
⇒ U = V ⊕ kerπ
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5.4.16 Theorem: Sei ∆ Divisionsalgebra, n ∈ N. Dann ist ∆n (bis auf Isomorphie) der einzige
einfache A-Modul, A = Mn×n(∆).
Es gilt: AA =

⊕
n Kopien

∆n

Beweis: Sei 0 6= x = (α1, . . . , αn)t ∈ ∆n ⇒ ∃1 ≤ i ≤ n : αi 6= 0.
α−1
i Eiix = ei ∈ ξn = natürliche Basis von ∆n

⇒ Ejiei = ej, also ej ∈ A · x∀1 ≤ j ≤ n⇒ ∆n = A · x.
Also ist ∆n einfach.
Sei für 1 ≤ i ≤ n Si die Menge der Matrizen aus A, die 0 sind bis auf die i. Spalte.
Dann ist Si ≤ AA.
SiEij = Sj. ϕEij = Rechtsmodul mit Eij ist A-Modul Isomorphismus von Si auf Sj.
Si ∼= ∆n. Also ist AA ∼= S1 ⊕ . . .⊕ Sn ∼=

⊕
n Kopien

∆n.

Definition: Eine K-Algebra A heißt einfach (
”
simple“), falls (0) und A die einzigen Ideale

von A sind.

5.4.17 Lemma: Einfache Algebren sind halbeinfach (semisimple).
Beweis: Sei A eine einfache Algebra, Σ = Summe aller einfachen Untermoduln von AA.
Klar: Σ ist Linksideal von A. Sei S einfacher Untermodul von AA, und sei a ∈ A.
ρa : S → A : s 7→ sa ist A-Modulhomomorphismu, und daher ist S · a = im ρa = (0) oder
S · a = einfacher A-Modul.
In beiden Fällen haben wir Sa ⊆ Σ, daher ist Σ auch Rechtsideal von A, also ist Σ Ideal von
A.

AA hat einfache Untermoduln (≤ (0)), daher ist Σ ≤ (0). Da A einfach ist, ist Σ = A und
daher A semisimple wegen Lemma 5.4.2 (Charakterisierung vo

”
ss“) und 5.4.13 (Algebra ss.

⇔ AA ss.).

5.4.18 Theorem: Sei ∆ Divisionsalgebra und sei n ∈ N . Dann ist A = Mn×n(∆) einfache
Algebra.
Beweis: Sei (0) 6= J E A. Sei 0 6= a ∈ J ⇒ ∃αij ∈ ∆ : a =

∑
αijEij(1 ≤ i, j ≤ n).

∃1 ≤ r, s ≤ n : αrs 6= 0. Sei 1 ≤ l, k ≤ n. Dann ist J 3 b = α−1
rs ElraEsk =

∑
α−1
rs ElrαijEijEsk =∑

α−1
rs αijElrEijEsk = α−1

rs αrsElk = Elk
⇒ Elk ∈ J∀1 ≤ l, k ≤ n⇒ J = A.

B1, . . . , Br = Algebren
B = B1 ⊕ B2 ⊕ . . . ⊕ Br ”

ringdirekte“ Summe, d.h. als Λ-Modul ist Summe direkt mit
Multiplikation komponentenweise.
B̃i = {(b1, . . . , br) | bj ∈ Bj, bj = 0 für j 6= i} ⇒ B̃i

∼= Bi als Λ-Algebra.
B̃i E B, b1 ∈ B̃i, b2 ∈

∑
i 6=j

B̃j ⇒ b1b2 = b2b1 = 0

B̃i ∩ B̃j = (0) (i 6= j).
B̃i heißen

”
Blöcke“ von B (Blockideale).

5.4.19 Lemma: B = B1 ⊕ . . . ⊕ Br ringdirekte Summe von Algebren Bi. Dann sind die
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zweiseitigen Ideale von B genau die Mengen der Form J = J1 ⊕ . . . ⊕ Jr mit Ji E Bi

(Ji = J ∩ B̃i).

Beweis: Setze Ji = J ∩ Bi E B. Klar:
r∑
i=1

Ji =
r⊕
i=1

JJ − i ⊆ J. Sei b ∈ J, b = b1 + . . . br mit

bi ∈ Bi und 1 = e1 + . . .+ er, ej = 1Bj .
Dann ist bcdote1 = b1e1 + b2e1 + . . .+ brer = b1 ∈ J1, analog bi ∈ Bi ⇒ Behauptung.

5.4.20 Theorem: Sei r ∈ N,∆i Divisionsalgebra über K endlicher Dimension, ni ∈ N,Bi =
Mni×ni(∆i)∀1 ≤ i ≤ r.
Sei B = B1 ⊕ . . . ⊕ Br ringdirekte Summe. (dimK B =

∑r
i=1 dimK(∆i)n

2
i < ∞). Dann ist

B semisimple, und es gibt exakt r viele nicht isomorphe einfache B-Moduln, und gneau 24

zweiseitige Ideale von B, nämlich
⊕

j∈J Bj mit J ⊆ {1, . . . , r} (Ideale), einfachen B-Moduln
S1, . . . , Sr mit Si ≤ BiBi einfach.
Beweis: Ist S ≤ BiBi einfacher Untermodul, so ist auch S ein einfacher B-Modul mit
b · x = 0∀b ∈ Bj mit j 6= i. (U ≤ BiBi ≤Liid BB immer).
Haben gesehen (5.4.16): ∀1 ≤ i ≤ r gibt es genau einen einfachen Bi-Modul Si, Bi

∼=⊕
ni Kopien

Si. ⇒ BB ∼=
r⊕
i=1

⊕
ni Kopien

Si.

Insbesondere ist BB (direkte) Summe einfacher Untermoduln, und daher nach 5.4.13 semi-
simple. Jeder einfache B-Modul ist daher isomorph zu einem Si mit 1 ≤ i ≤ r (5.4.14).
Behauptung folgt sofort aus 5.4.18 und 5.4.19.

5.4.21 Satz: Sei 0 6= e2 = e ∈ B ⇒ EndB(Be) ∼= eBe.

5.4.22 Lemma:Sei B Algebra. Dann ist Mn×n(B)op ∼= Mn×n(Bop).
Beweis Idee: Mn×n(B)op →Mn×n(Bop) : a 7→ at ist Isomorphismus.

5.4.23 Theorem (Wedderburn): Eine K-Algebra A (dimK A < ∞) ist semisimple ⇔ A =
r⊕
i=1

Mni×ni(∆i) mit ∆i = Divisionsalgebra über K mit dimK ∆i <∞.

Beweis:
”
⇐“ ist 5.4.20.

Sei also A semisimple. Sei S1, . . . , Sr eine vollständige Menge paarweiser nicht isomorpher
einfacher A-Moduln und sei ∆i = EndA(Si) Schiefkörper (dimK Λi = k), ni = dim∆i

(Si)
Da AA semisimple gibt es v1, . . . , vr ∈ N : AA = S⊕v11 ⊕ . . .⊕ S⊕vrr .
5.4.21 ⇒ EndA( AA) = 1 · A · 1 ∼= A
EndA(S⊕v11 ⊕ . . .⊕ Sr⊕vr) ∼=Satz 5.4.12 Mv1×v1(∆1)⊕ . . .⊕Mvr×vr(∆r)
5.4.20 ⇒ vi = ni .

5.4.25 Spezialfall: A semisimple K-Algebra, K algebraisch abgeschlossen. Dann ∃n1, . . . , nr ∈
N : A ∼= Mn1×n1(K)⊕ . . .Mnr×nr(K)
{S1, . . . , Sr} = vollständige Menge nicht isomorpher einfacher A-Moduln, dimK Si = ni.
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1. Charaktere

G = endliche Gruppe, alle CG-Moduln sind endlich erzeugt.

6.1.1 Anmerkung: G = endliche Gruppe ⇒Maschke CG ist semisimple.
⇒ ∃ni ∈ N : CG ∼= Mn1×n1(C)⊕ . . .Mnr×nr(C) 6.1.2 :

∑
n2
i = |G|

Bemerkung: charK - |G| ⇒ KG semisimple. KG ∼= Mn1×n1(Λ1)⊕ . . .⊕Mnr×nr(Λr)
Fakten: 1) Λi kommutativ
2) K = C : ni Teiler von |G|

6.1.3 Theorem: |{einfache CG-Moduln}| = |{Konjugationsklassen von G}| = dimC Z(CG)
Beweis: CG = Mn1×n1(C)⊕ . . .⊕Mnr×nr(C)∃r, n1, . . . , nr ∈ N (6.1.1)
⇒5.4.23 Anzahl nicht isomorpher irreduzibler CG-Moduln = r
Klar: B = B1 ⊕ . . .⊕Br ringdirekte Summe ⇒ Z(B) = Z(B1)⊕ . . .⊕ Z(Br)
Z(Mn×n(C)) = {α1M | α ∈ C}. Also ist dimK(Z(CG)) = r.
Sei x =

∑
αgg mit αg ∈ C

x ∈ Z(CG)⇔ hx = xh∀h ∈ G⇔ x = hxh−1∀h ∈ G
d.h. x ∈ Z(CG)⇔

∑
αgg =

∑
αghgh

−1∀h ∈ G∑
αgg =

∑
αhgh−1g ⇒ ∀h ∈ G : αhgh−1 = αg.

Sei C1, . . . , Cm Konjugationsklassen von G, gi ∈ Ci, Ĉi =
∑

h∈Ci h.

⇒ x =
∑m

i=1 αgĈi.

Klar: (Ĉ1, . . . , Ĉm) ⊆ CG lineare unabhängig/C.
⇒ (Ĉ1, . . . , Ĉm) ist C-Basis von Z(CG) ⇒ dimC(Z(CG)) = m = Anzahl der Konjugations-
klassen = r = Anzahl der irreduziblen CG-Moduln.

G = endliche Gruppe, CG, M ∈ CGmod, zugehörige Darstellung ϕ : CG→ EndC(M)

Definition: Sei ϕ : CG → EndC(M) Darstellung, dimCM < ∞. Dann heißt die Abbildung
χM = χϕ : G→ C : g 7→ tr(ϕ(g)) (

”
gewöhnlicher“) Charakter zur Darstellung ϕ.

Beachte: ϕ(g) ∈ EndC(M) ∼= Mn×n(C)
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tr(mf (B,B)) ist unabhängig von der Wahl von B, da tr(AB) = tr(BA), also tr(PAP−1) =
tr(AP−1P ) = tr(A).

Also ist die Spur tr(f) für f ∈ EndC(M) wohldefiniert, wenn wir tr(f) := tr(mf (B,B))
setzen für irgendeine C-Basis von M .

Klar: Ist M ∼= N,M,N ∈ CGmod, so ist χM = χN .
Seien ϕ : G→ AutC(M)→ GLm(C)(dimCM = m)
und ψ : G→ AutC(N)→ GLn(C)(dimCN = n)
Erinnerung: Sei τ : M → N CG-Isomorphismus. Dann gilt: m = n und ∀g ∈ G:

M
ϕ(g)

>M Cn
ϕ̃(g)

> Cn

N

τ
∨ ψ(g)

> N

τ
∨

Cn
τ
∨ ψ̃(g)

> Cn
τ
∨

τϕ̃(g) = ψ̃(g)τ ⇔ ϕ̃(g) = τ−1ψ̃(g)τ
⇒ χM(g) = tr(ϕ̃(g)) = tr(ψ̃(g))∀g ∈ G

Beispiel:

i) Sei M = CG triviale CG-Modul, d.h. (
∑
λgg)z = (

∑
λg)z, (λg, z ∈ C)

χM : g → 1 ∈ C

ii) Sei Ω eine transitive G-Menge, MΩ = zugehöriger CG-Modul.
Ohne Einschränkung Ω = {1, . . . , n}, G ⊂ > σn ∼= W ≤ GLn(C)
Sei Pπ = Permutationsmaatrix zu π ∈ σn, tr(Pπ) = |{i ∈ {1, . . . , n} | π(i) = i}|.
tr(g) = |{w ∈ Ω | gw = w}|

Spezialfall: M = CGCG.
Sei χM zugehöriger Charakter.

χM(g) = |{x ∈ G | gx = x}| =
{

0 für g 6= 1
|G| für g = 1

iii) Sei χ : G→ C Charakter zum CG-Modul M .
χ(1) = dimCM .

Bezeichnung: Seien S1, S2, . . . , Sr die verschiedenen irreduziblen CG-Moduln, wobei S1 der
triviale CG-Modul ist. Wir bezeichnen den Charakter χSi des i-ten CG-Modules mit χi(i =
1, . . . , r)
Irr(G) = {χ1, . . . , χr}.
Die χi heißen irreduzible Charaktere.

Sei fi = dimC Si : CG =
r⊕
i=1

Mfi×fi(C)
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Bemerkung: Ist dimCM = 1 (z.Bsp. S1), so spricht man von einem linearen Charakter, denn
χM : G→ C∗ ist Gruppenhomomorphismus.

6.1.4 Satz: Sei U ∈ CGmod, ρ : G → GLC(U) ⊆ EndC(U) zugehörige Darstellung. Sei
g ∈ G, |g| = n.
Dann gilt:

i) ρ(g) ∈ EndC(U) ist diagonalisierbar

ii) χU(g) = Summe (mit Vielfachheiten) der Eigenwerte von ρ(g) (LAAG 2: Jordansche
NF)

iii) χU(g) = Summe von χU(1) = dimC U vielen n-ten Einheitswurzeln.

iv) χU(g−1) = χU(g)

v) |χU(g)| =
√
χU(g)χU(g) ≤ χU(1)

vi) {g ∈ G | χU(x) = χU(1) = dimC U} E G.

Beweis:

i) gn = 1 ⇒ (ρ(g))n = idU  EdimC(U) ⇒ ρ(g) genügt dem Polynom xn − 1 ∈ C[X] ⇒
Minimalpolynom µρ(g)(t) hat nur einfache Nullstellen ⇒ ρ(g) ist diagonalisierbar.

ii) Folgt aus i)

iii) Folgt aus i)

iv) Jeder Eigenvektor von ρ(g) zu einem Eigenwert z ∈ C ist Eigenvektor von ρ(g−1) zum
Eigenwert z−1 ∈ C :
ρ(g)v = zv ⇒ z−1v = (ρ(g)−1)(v) = ρ(g−1)(v), zz = |z|2 = 12 = 1⇒ z = z−1

χρ(g) =
∑

Einheitswurzeln, χρ−1 =
∑

Einheitswurzeln =
∑

Einheitswurzeln = χU(g)

|χU(g)| = |
∑

dimC U

Eigenwerte h|
Dreiecks-Ugl.

≤
∑

dimC(U)

|Eigenwert h| = dimC U = χU(1).

vi) |z1 + z2| = |z1|+ |z2| ⇔ z1 = λz2∃λ ∈ R+

v) ⇒ |χU(g)| = χU(1)⇔ ale Eigenwerte von ρ(g) sind 1 ⇔ ρ(g) = idU ⇔ g ∈ ker ρU E G.
ρU : GAutC(U)

Erinnerung: CG = {α : G→ C} ist C-Algebra mit Addition (α1+αg)(g) = α1(g)+α2(g), (α1 ·
α2)(g) = α1(g) · α2(g) und (λα)(g) = λ(α(g)).
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Menge Der Charaktere von G ⊆ CG.

6.1.5 Lemma: (χ1, . . . , χr) ist linear unabhängig in dem C-Vektorraum CG.
Beweis: CG ∼= Mf1×f1(C) ⊕ . . . ⊕Mfr×fr(C), Si = der eindeutig bestimmte irreduzible G-
Modul im Block Mfi×fi(C).
Sei ei = Einselement von Mfi×fi(C) (also ei = ((0)f1×f1 , . . . , (0)fi−1×fi−1

, (1)fi×fi , (0) . . .))
Idemp. von CG.
Seien χ1, . . . , χr die zu Si gehörenden Charaktere von G.
Wir können χi linear zu einer lineare Abbildung vn CG nach C ausdehnen: χi ∈ HomC(CG,C) =
CG∗, d.h.für a =

∑
g∈G

αgg ∈ CG ist χi(α) =
∑
g∈G

αgχi(g) ∈ C.

Beachte: Auf Si operiert ei wie die Eins. D.h. χi(ei) = dimC(Si) = fi und χj(ei) = 0 für
i 6= j.

Seien λ1, . . . , λr ∈ C so, dass
r∑
j=1

λjχj = 0 ist. Dann ist für 1 ≤ i ≤ r : 0 =
r∑
j=1

λjχj)(ei) =

λiχi(ei)⇒ λi = 0∀i. Also sind (χ1, . . . , χr) linear unabhängig.

6.1.6 Lemma: U, V ∈ CGmod endlich erzeugt. Dann χU⊕V = χU + χV
Beweis: Trivial. (ρU⊕V (g) hat Blockdiagonalform. Spur nehmen ⇒ Behauptung.)

Beachte: Sind g, h ∈ G konjugiert, χ Charakter von G⇒ χ(g) = χ(u), denn g, h konjugiert
⇒ ∃x ∈ G : g = xhx−1 ⇒ χ(g) = χ(xhx−1) = χ((hx−1)x) = χ(h), d.h. χ ist konstant auf
Konjugationsklassen von G.
Abbildung α : G → C(α ∈ CG) heißen Klassenfunktionen, wenn α(g) = α(h) falls g, h
konjugiert sind.

Wir haben gezeigt: χ1, . . . , χr sind r viele linear unabhängig Klassenfunktionen in CG.
Definiere: C1, . . . , Cr seien die Konjugationsklassen auf G. Für 1 ≤ i ≤ r sei εi : g 7→{

1 falls g ∈ Ci
0 sonst

Klar: {ε1, . . . , εr} linear unabhängig in der Unteralgebra der Klassenfunktionen.
Sei α : G→ C Klassenfunktion, mit α(g) = αi ∈ C für g ∈ Ci ⇒ α = α1εi + . . .+ αrεr

Folgerung: {χ1, . . . , χr} ist Basis der C-Algebra der Klassenfunktionen auf G.

Bemerkung: Sei M ∈ CGmod endlich erzeugt ⇒ ∃ν1, . . . , νr ∈ N0 so, dass M = S⊕ν11 ⊕ . . .⊕
S⊕νrr ⇒ χM = ν1χ1 + . . .+ νrχr.

Es gilt: Ist M � N und M,N ∈ CGmod endlich erzeugt ⇒ χM 6= χN .

6.1.7 Satz: Zwei endliche erzeugte CG-Moduln sind isomorph ⇔ ihre Charakter stimmen
überein.
Beweis: Sind S1, . . . , Sr die verschiedenen irreduziblen CG-Moduln mit Charakteren χ1, . . . , χr,M,N ∈
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CGmod. Sei M = S⊕µ11 ⊕ . . .⊕S⊕µrr , N = S⊕ν11 ⊕ . . .⊕S⊕νrr , so ist χM =
r∑
i=1

µiχi, χN =
r∑
i=1

νiχi

M ∼= N ⇔ µi = νi∀i = 1, . . . , r ⇔ χM = χN

Bemerkung: Es gibt keinen kanonischen Weg, aus dem Charakter eines CG-Moduls M den
Modul M selbst zu bestimmen.

Erinnerung: U, V ∈ CGmod⇒ U ⊗C V,HomC(U, V ), U∗ = HomC(U,C) sind CG-Moduln.

6.1.8 Satz: U, V ∈ CGmod. Dann gilt:

i) χU×V = χU · χV (χU⊗V (g) = χU(g) · χV (g))

ii) χU∗ = χU(χU∗(g) = χU(g)

iii) χHomC(U,V ) = χU · χV

Beweis:

i) Sei g ∈ G. Sei (u1, . . . , um) und (v1, . . . , vn) Basen von U bzw. V aus Eigenvektoren von
g auf U bzw. V . D.h. ∃µ1, . . . , µm, ν1, . . . , νn ∈ C : gui = µiui und gvj = νjvj∀1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n.
Dies geht nach 6.1.4, da die Operation von G auf U bzw. V diagonalisierbar ist.
LAAG: Die (ui ⊗ vj | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) ist Basis von U ⊗ V
g(ui ⊗ vi) = (gui)⊗ (gvj) = (µiui)⊗ (νjvj) = µiνj(ui ⊗ vj)
Es folgt: χU⊗V (g) =

∑
i,j

µiνj = (
m∑
i=1

µi)(
n∑
j=1

νj) = χU(g)χV (g)

ii) g ∈ G, (u1, . . . , um) Basis aus Eigenvektoren von g auf U , gui = µiui, µi ∈ C, 1 ≤ i ≤ m.

Sei (u∗1, . . . , u
∗
m) Basis von U∗, d.h. u∗i (uj) = δij.⇒ (gu∗i )(uj) = u∗i (g

−1uj)
6.1.4
= u∗i (µjuj) =

µjδij
⇒ gu∗i = µiu

∗
i , d.h. u∗i ist Eigenvektor von Operation von g auf U∗ mit Eigenwerten µi.

Also ist χU∗(g) =
m∑
i=1

µi =
m∑
i=1

µi = χU(g).

iii) Nach 5.3.4 (?) ist HomC(U, V ) ∼= U∗ ⊗ V als CG-Modul. Die Behauptung folgt aus i)
und ii).

Bemerkung: {char von G} ⊆ CG = C-Algebra und darin sind die irreduziblen Charaketere
(χ1, . . . , χr) linear unabhängig. So ist < χ1, . . . , χr >C-Aufspann r-dimensionaler Unterraum
von CG.

Abelsche Gruppe, freier Z-Modul:

{
r∑
i=1

µiχi | µi ∈ Z
}
⊆< χ1, . . . , χr >.
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VI. Charaktere

Klassenfunktionen der Form
r∑
i=1

µiχi mit µi ∈ Z heißen
”
virtuelle“ Charaktere.

6.1.9 Korrolar: Der Raum der virtuellen Charaktere ist ein Ring.
Beweis: Nach 6.1.8 ist das Produkt zweier Charaktere wieder ein Charakter, d.h. ganzzahlige
Linearkombination der χ1, . . . , χr. Also ist auch das Produkt zweier virtueller Charaktere
wieder ein virtueller Charakter.

Definition: Eine Klassenfunktion auf G ist eine Abbildung f : G→ C mit f(g) = f(h) falls
g, h konjugiert (also g ∼G h).
Klar: Summe, lineare Vielfache und Produkte vo Klassenfunktionen sind Klassenfunktionen.
Also: < χ1, . . . , χr >C⊆ {Klassenfunktionen auf G} ≤ CG

6.1.10 < χ1, . . . , χr >C ist die C-Algebra der Klassenfunktionen.auf G.
Beweis: Seien C1, . . . , Cr die Konjugationsklassen von G, 1 ≤ i, j ≤ r. Sei ψi : G → C
definiert durch:

ψi(g) =

{
1 für g ∈ Ci
0 sonst

Sei f : G → C Klassenfunktion mit f(g) = λi für g ∈ Ci ⇒ f =
r∑
i=1

λiψi ⇒ f ∈<

ψ1, . . . , ψr >C
Trivial: ψ1, . . . , ψr linear unabhängig ⇒ dimC {Klassenfunktionen auf C} = r
⇒ Behauptung.

Definition: Cl(G) := C-Vektorraum der Klassenfunktionen auf G.
Auf Cl(G) definieren wir ein inneres Produkt (·, ·) durch: (α, β ∈ Cl(G))
(α, β) = 1

|G|
∑
g∈G

α(g)β(g) ∈ C

Wir haben:
(α, α) = 1

|G|
∑
g∈G

α(g)α(g) = 1
|G|
∑
g∈G
|α(g)|2 = 0⇔ α(g) = 0∀g ∈ G⇔ α = 0.

(α, β) = 1
|G|
∑
g∈G

α(g)β(g) = 1
|G|
∑
g∈G

β(g)α(g) = (β, α)

(λα, β) = 1
|G|
∑
g∈G

(λα)(g)β(g) = λ
|G|
∑
g∈G

α(g)β(g) = 1
|G|
∑
g∈G

α(g)(λβ)(g) = (α, λβ)

(α1 + α2, β) = 1
|G|
∑
g∈G

α1(g)β(g) + 1
|G|
∑
g∈G

α2(g)β(g) = (α1, β) + (α2, β).

Also ist (·, ·) wirklich ein Skalarprodukt auf Cl()G).

Erinnerung: U ∈ CGmod endlich erzeugt. Dann ist UG = {u ∈ U | gu = u∀g ∈ G} ist der
eindeutig bestinmmte größte Untermodul von U , auf dem G trivial operiert.
U = S⊕µ11 ⊕ . . .⊕ S⊕µrr , S1 = trivialer CG-Modul.
⇒ UG = S⊕µ11 , µ1 = dimC U

G

53



VI. Charaktere

Beobachtung: UG = simultae Eigenraum ∀g ∈ G zum Eigenwert 1 =
⋂
g∈G

Eigenraum von g

zum Eigenwert 1.

6.1.11 Lemma: Sei U ∈ CGmod endlich erzeugt, dann ist dimC U
G = 1

|G|
∑
g∈G

χU(g)(= χU( 1
|G|
∑
g∈G

g =

χU(T )).
Beweis: Sei a = 1

|G|
∑
g∈G

g ∈ CG. Sei h ∈ G⇒ ha = 1
|G|
∑
g∈G

hg = 1
|G|
∑
g∈G

g = a = ah

⇒ a2 = ( 1
|G|
∑
g∈G

g)a = 1
|G|
∑
g∈G

(ga) = 1
|G|
∑
g∈G

a = a, a ist Idempotent von CG.

(CG = M1×1(C)⊕Mf2×f2(C)⊕ . . .⊕Mfr×fr(C); a = (1, 0, . . . , 0).
Sei ρ : CG→ EndC(U) die zu U ∈ CGmod gehörende Darstellung von C

G und sei T = ρ(a).
Dann gilt T 2 = (ρ(a))2 = ρ(a2) = ρ(a) = T , d.h. T erfüllt das Polynom X2−X ∈ C[X]⇒ 0
und 1 sind die einzigen möglichen Eigenwerte von T und T ist diagonalisierbar.

Sei U1 ⊆ U der Eigenraum von T zum Eigenwert 1.
u ∈ U1 ⇒ g(u) = g(a · u) = (ga)(u) = au = u
⇒ U1 ≤ UG

Sei u ∈ UG, dann ist |G|au = (
∑
g∈G

g)u =
∑
g∈G

(gu) =
∑
g∈G

u = |G|u⇒ au = u⇒ u ∈ U1

Also ist U1 = UG. Die Spur tr(T ) von T auf U ist dimC(U1)

6.1.12 Erinnerung: Sind U, V ∈ CGmod endlich erzeugt. Dann ist HomC(U, V ) = U∗ ⊗ V ∈
CGmod und es ist HomCG(U, V ) = (HomC(U, v))G.

6.1.13 Korrolar: Seien U, v ∈ CGmod. Dann ist (χV , χU) = dimC HomCG(U, V )

Beweis: dimC HomCG(U, V )
6.1.12
= dimC(HomC(U, V ))G

6.1.11
= = 1

|G|
∑
g∈G

χHomC(U,V )(g)

6.1.8
= 1
|G|
∑
g∈G

(χU(g)χV (g)) = (χV , χU)

Bemerkung: HomCG(S⊕ν11 ⊕. . .⊕S⊕νrr , S⊕µr1 ⊕. . .⊕S⊕µrr ) =
r⊕
i=1

HomCG(S⊕νii , S⊕µii ) ∼= Mµi×νi(C)

dim =
∑
µiνi

6.1.14 Korrolar: χ1, . . . , χr ist eine Orthonormalbasis von Cl(G). Beweis: 6.1.13 impliziert,
dass (χi, χj) = δij. .

2. Charaktertafel

G = Gruppe, |G| = n <∞, Irr(G) = {χ1, . . . , χr} = irreduzible Charakter von G,χ1 trivialer
Charakter.
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VI. Charaktere

Fakten:

1) Jeder Charakter von G ist Z-Linearkombination der χi

2) Jeder Charakter von G ist vollständig bestimmt durch seine Werte auf den Konjugati-
onsklassen von G.

3) Die Anzahl der Konjugationsklassen von G = r.

4) Sind C1 3 1, . . . , Cr die Konjugationsklassen von G, gi ∈ Ci, so ist |Ci| = ki = |G : CG(gi)|
(1.3.13)

5) Irr(G) ist ONB vom C-Vektorraum der Klassenfunktionen Cl(G) bezüglich des Skalar-

produkts (α, β) = 1
|G|
∑
g∈G

α(g)βg = 1
|G|

r∑
i=1

kiα(gi)β(gi) =
r∑
i=1

1
|CG(gi)|α(gi)β(gi)

Definition: Charaktertafel von G ist eine r × r-Matrix mit χi(gj) als ij-Eintrag.
Spaltenlabel: gkii , Zeilenlabel: χi (Atlas Notation)

χ1(gi) = 1, χi(g1) = fi = Grad von χi = Dimension der zugehörigen Darstellungen = Größe

des dazugehörigen Blocks von CG ∼=
r⊕
i=1

Mfi×fi(C)

6.1.14 übersetzt sich in:

6.2.1 Korrolar: δij =
r∑
t=1

1
|CG(gt)|χi(gt)χj(gt)

Zeilen Der Charaktertafel sind orthonormal bezüglich es Standardskalarprodukt gewichtet
mit 1

|CG(gt)| auf Cr.

6.2.2 Korrolar: Seien α =
∑
λiχi, β =

∑
µjχj virtuelle Charaktere.

Dann ist α, β) =
r∑
i=1

λiµi

6.2.3 Korrolar: Sei α virtueller Charakter (Klassenfunktion) von G. Dann ist α =
r∑
i=1

(α, χi)χi

Insbesondere ist α Charakter von G⇔ (α, χi) ∈ Z≥0 für i = 1, . . . , r und 6= 0 für mindestens
ein i.

Sofort: Ist χ ein Charakter von G, so ist χ irreduzibel ⇔ (χ, χ) = 1, also genau ein λi = 1
und der Rest 0.

6.2.4 Satz: Sei α linearer Charakter (i.e. α : G → C∗ Homomorphismus) mit zugehörigem
CG-Modul M (M ∼= C als Vektorraum, g ·m = α(g) ·m).
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VI. Charaktere

Sei X ∈ CGmod mit Charakter χ. Dann ist αχ ebenfalls Charakter von G (mit Modul
M ⊗C X), und αχ ist irreduzibel!
Beweis: α irreduzibel ⇒ α(g) Einheitswurzel ∀g ∈ G da 1 = |α(g)| = α(g)α(g)∀g ∈ G.
(αχ, αχ) = 1

|G|
∑
g∈G

α(g)χ(g)α(g)χ(g) = 1
|G|
∑
g∈G

χ(g)χ(g)α(g)α(g) = 1
|G|
∑
g∈G

χ(g)χ(g) = (χ, χ) =

1⇒ Behauptung.

Korrolar: Sei α Charakter vonG, (α, α) = n ∈ {1, 2, 3}. Dann ist α Summe von n irreduziblen
Charakteren.

6.2.5 Satz: (Spaltenorthogonalität):
n∑
t=1

χt(gi)χt(gi) = |G|
ki
δij = |CG(gi)|δij.

Beweis: Sei X = (χi(gj))ij Charaktertafeln von G, K = diag(k1, . . . , kr) ∈Mr×r(C).
Dann ist ij-Eintrag von X ·K = χi(gj) · kj und wir erhalten als ij-Eintrag von XKX t den

Wert
r∑
l=1

χi(gl)klχj(gl) =
∑
g∈G

χi(g)χj(g) = |G|(χi, χj) = |G|δij.

Also ist XKX
t

= |G|Er×r.
Allgemein: A,B ∈ Mr×r(K), A · B = λEr×r, 0 6= λ ∈ K ⇒ B = A−1λE = λA−1, BA =
AB = λE

Also KX
t
X = |G|Er×r, (KX

t
X)ij =

r∑
l=1

kjchil(gj)χl(gi) = |G|δij .

K = Körper, N E G, η : G → G/N : g 7→ gN natürliche Projektion, g1, . . . , gs Nebenklas-
senvertreter von N in G.

Definiere η̂ : KG→ KG/N :
∑
g∈G

λgg 7→
∑
g∈G

λggN =
s∑
i=1

(
∑

h∈giN
λh)giN

Leichte Übung: η̂ ist multiplikativ, d.h. ein K-Algebraepimorphismus (ker η̂ =< h− 1 | h ∈
N >Ideal)
Damit kann jeder KG/N -Modul zu einem KG-Modul gemacht werden.

Fast allgemein: Sei A eine Algebra, I E A Ideal, B = A/I, M ∈ Bmod.
Dann wird M zum A-Modul durch a ·m := (a+ I)m∀a ∈ A,m ∈M .

Richtig allgemein: A,B seien Λ-Algebren, f : A→ B Algebrahomomorphismus, M ∈ Bmod.
Dann wird M zum A-Modul durch a ·m := f(a)m∀a ∈ A,m ∈M .
Sind M,N Bmod, β : M → N it B-linear, so ist β auch A-linear.
Also ist die Abbildung, die jedem B-Modul dem entsprechenden A-Modul zuordnet, ein
Funktor, genannt

”
Inflation“ entlang f .

InfAB,f , A→ B → EndΛ(M)

Sei χ Charakter von G, Kχ = {x ∈ G | χ(x) = χ(1)} der Kern von χ. (6.1.4)
Dann ist Kχ E G. Für χ = χi schreiben wir jetzt Ki anstatt Kχi .

6.2.6 Satz: Sei N E G, dann gibt es eine Teilmenge I ⊆ {1, . . . , r} so, dass N =
⋂
i∈I
Ki ist.
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Also: Die Normalteiler von G sind extakt alle möglichen Schnitte der Kerne der irreduziblen
Charakteren!
Beweis: U = C(G/N), ψ = Charakter CUU und χ sei der entsprechende Charakter von G.
(g(hN) = (gh)N)

Sei g ∈ G: Dann ist χ(g) = ψ(gN) =

{
ψ(1) = |G/N | = dimC U = χ(1) für g ∈ N

0 sonst
, d.h.

N = Kχ.

(|Ki| = |
·⋃

χi(gj)=χi(1)

gGj | =
∑

χr(si)=χr(1)

ki) Sei χ =
r∑
i=1

αiχi, 6.1.4 ⇒ |χ(g)| ≤
∑
ai|χi(g)| ≤∑

αi|χi(1)| = χ(1)∀g ∈ G.∑
αiχi(g) = χ(g) = χ(1) =

∑
αiχi(1), also χ(g) = χ(1) ⇔ (χi(g) = χi(1) oder αi = 0)∀i

Sei I = {1 ≤ i ≤ r | αi 6= 0}
Also ist N =

⋂
i∈I
Ki

6.2.7 Korrolar: G einfach ⇔ ∀1 6= g ∈ G∀2 ≤ i ≤ r : χi(g) 6= χi(1)

6.2.8 Korrolar: Charaktertafel löst die Frage, ob G auflösbar oder nicht auflösbar ist.

Definition: Sei χ Charakter von G. Zχ = {x ∈ G | |χ(X)| = χ(1)} ⊇ Kχ

6.2.9 Lemma: Zx ≤ G. Ist χ = χi irreduzibel, so ist Zχ/Kχ = Z(G/Kχ)

6.2.10 Korrolar: Ist G nicht abelsch und einfach, dann ist Zi = Zχi = (1) für i = 2, . . . , r.

6.2.11 Satz: Z(G) =
r⋂
i=1

Zi, Zi = Zχi

6.2.12 Satz: Sei N E G. Dann können die irreduziblen Charaktere von G/N aus denen von
G ausgerechnet werden.
Beweis: Jeder irreduzible G/N -Modul ist durch Inflation irreduzibler G-Modul.
(M ∈ K(G/N)mod irreduzibel ⇔ ∀0 6= m ∈ M : K(G/N)m = M ⇔ M ∈ KGmod irreduzi-
bel)
So ist IrrK(G/N) = {χi | χi(n) = χi(1)∀n ∈ N}

Vorsicht: Man kann aus Charaktertafel von G nicht die Größe der Konjugationsklassen von
G/N ablesen.

Klar: Sei g ∈ N,C = gG ⇒ {hN | h ∈ C} ist Konjugationsklasse von G/N .

6.2.13 Korrolar: Man kann aus der Charaktertafel von G direkt ablesen, ob G nilpotent ist
oder nicht.
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VII. Exkurs in die Kategorientheorie

1. Kategorien

1.1.1 Definition: Eine Kategorie C besteht aus

(1) Einer Klasse Obj(C) von Objekten von C (A,B,C, . . .)

(2) Für A,B ∈ Obj(C) eine Menge C(A,B) von Morphismen von A nach B.

(3) Für A,B,C ∈ Obj(C) eine Kompositionsregel C(A,B) × C(B,C) → C(A,C) : (f, g) 7→
f ◦ g = fg, so dass gilt:

K1: C(A1, B1) ∩ C(A2, B2) 6= 0⇒ A1 = A2 und B1 = B2

K2: A,B,C,D ∈ Obj(C), f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C), h ∈ C(C,D) : f(gh) = (fg)h

K3: ∀A ∈ Obj(C) gibt es ein 1A ∈ C(A,A) mit 1Af = f, g1A = g∀B,C ∈ Obj(C) und
f ∈ C(A,B), g ∈ C(C,A)
(Automität: 1A ist eindeutig)

1.1.2 Beispiele:

1.) S = Kategorie der Mengen

2.) T = Kategorie der topologischen Räume, Morphismen = stetige Abbildungen (T1 =
Kategorie der punktierten topologischen Räume)

3.) G = Kategorie der Gruppen, Morphismen = Gruppenhomomorphismen

4.) Ab = Kategorie der abgelschen Gruppen

5.) K = Körper, VK = Kategorie der K-Vektorräume, Morphismen = K-lineare Abbildun-
gen
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6.) R = Kategorie der Ringe

7.) R1 = Kategorie der Ringe mit Einselement.

8.) Λ = Ring 3 1 (oder Algebra), Amod und modA sind Kategorien

9.) (M,≤) geordnete Menge: Bilde Kategorie M mit

a) Obj(cM) = M (also ist cM
”
klein“, d.h. Obj(cM) ist eine Menge)

b) m,n ∈ M bestehe aus cM(m,n) aus genau einem Element wenn m ≤ n, sonst sei
M(m,n) = ∅

10.) L = Ring 3 1, L = Kategorie mit Obj(L) = {L} ,L(L,L) = L, (a, b) 7→ ab ∈ L

11.) Sei A = Algebra 3 1, bilde Kategorie der Kettenkomplexe K(A),Obj(K(A)) bstehen aus

Komplexen M1
f1→M2

f2→M3 → . . . → Mi → . . . aus A-Moduln Mi ∈ Amod(i ∈ N) und
A-Modulhomomorphismen fi : Mi →Mi+1 so, dass fi+1fi = 0 ist, d.h. im fi ⊆ ker fi+1

Morphismen von:

M1

f1
>M2 >M3 > . . .

. . .

N1

α1
∨ g1

> N2

α2
∨

> N3

α3
∨

> . . .

sind Folgen von A-Modulhomomorphismen (α1, α2, . . .) so, dass alle Diagramme kommu-
tieren, i.e. αi+1fi = giαi

12.) Th = Kategorie der topologischen Räume, mit Morphishmen = Homotopieklassen stetiger
Abbildungen

Definition: C = Kategorie, A,B ∈ Obj(C), f : A → B Morphismus. f heißt invertierbar
(Isomorphismus), falls es ein g : B → A gibt mit gf = 1B und fg = 1A.
Notation: g = f−1

Klar: f−1 ist eindeutig bestimmt, f, g invertierbar ⇒ (f ◦ g) invertierbar und (f ◦ g)−1 =
f−1 ◦ g−1

A ∼= B falls ein Isomorphismus f : A→ B existiert.

Definition: C Kategorie. Eine Teilklasse Obj(U) von Obj(C) mit Morphishmenmengen U(A,B) ⊆
C(A,B) für A,B ∈ Obj(U) ⊆ Obj(C) heißt Unterkategorie, falls 1a ∈ U(A,A)∀A ∈ Obj(U),
und fg ∈ U(A,C)∀f ∈ U(A,B), g ∈ U(B,C).
U heißte volle Unterkategorie falls U(A,B) = C(A,B)∀A,B ∈ Obj(U)

Beispiel:
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i) Die Kategorie der Amod ist volle Unterkategorie von Amod.

ii) Sei C Kategorie. Isomorph zu sein ist Äquivalenzrelation auf Obj(C).
Wähle aus jeder Äquivalenzklasse genau ein Objekt aus.
S(C) = volle Unterkategorie von C mit Obj(S) = Vertreter von Isomorphieklassen von
Obj(C) (

”
Skelett von C“)

Oft S(C) ist kleine Kategorie, etwa für C = Amod

iii) R1 ist keine volle Unterkategorie von R.
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VIII. Funktoren

Funktoren =
”
Morphishmen von Kategorien“

Definition: Seien C,D Kategorien. Ein kovarianter Funktor F : C → D besteht aus ei-
ner Abbildung F : Obj(C) → Obj(D) zusammen mit Abbildungen Fx,y : C(X, Y ) →
D(F (X), F (Y )) für alle X, Y ∈ Obj(C) so dass gilt:

F1: ∀X ∈ Obj(C) : FX,X(1X) = 1F (X)

F2: für f ∈ C(A,B), g ∈ C(B,C) ist FA,C(fg) = FA,B(f)FB,C(g).

Beispiele:

1. Vergissfunktoren:
V : Ab→ S : abelsche Gruppe 7→ Menge, Homomorphismus 7→ Abbildung.
V : VK → Ab : K-Algebra A, V : Amod→ VK

2. Die Einbettung einer Unterkategorie U von C in C ist Funktor.

3. Die Identität 1 : C → C ist Funktor.

4. A : G → Ab : G 7→ G/G′, G′ = [G,G] (f : G → H Gruppenhomomorphismus
⇒ f(G′) ⊆ H ′ ⇒ ∃A(f) = f̂ : G/G′ → H/H ′ : gG′ 7→ f(g)H ′). A = Abelisierungs-
funktor.
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